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Saateks

Kiesolev materjal kujutab endast iilesannete kogu eeskatt tlikoolikursuse Prog-
rammeerimisharjutused tarbeks.

Ulesanded on reeglina sénastatud programmeerimiskeeltest ja neis kasuta-
tavatest andmestruktuuridest séltumatult. Tegemist on nimelt 1dhteiilesannetega,
millest 1dhtuvalt saab (juhendaja) sonastada mitmesuguseid konkreetseid prog-
rammeerimisiilesandeid.

Naiteks, lahtetilesandest

e Leida antud jarjendi suurima summaga alamjérjend.
saadud paar programmeerimisiilesannet:

e Koostada Python-funktsioon, mis antud arvujirjendi korral tagastab
selle (iihe) suurima summaga alamjarjendi algus- ja 16puindeksi.

e Koostada Java-meetod, mis antud arvujérjendi korral leiab selle suuri-
ma summaga alamjarjendi nii joumeetodil (k6iki alamjarjendeid 14abi
vaadates) kui ka Kadane algoritmi kohaselt ning tagastab arvupaarina
vastavad kaks lahendusaega.

7

Lahteiilesandele, milles noutakse "Loetleda elemendid, mis ...”, voib prog-
rammeerimisiilesannetes vastata nt "Printida elemendid, mis ... , ja nende arv.”
v0i "Tagastada nende elementide jarjend, mis ...” vmt.

Rida tilesandeid, mille tekstid osaliselt kattuvad, koondatakse enamasti nn
kobariilesandeks kujul

<Uhine algustekst>
(a) <esimese iilesande eritekst>
(b) <teise ililesande eritekst>

<iihine 1léputekst> (kui on).
Naiteks, kaks lahteiilesannet

Antud kolme erineva arvu korral leida neist suuruselt keskmi-
ne.

ja
Antud kolme erineva arvu korral leida suurima ja vdhima eri-
nevus.

saab esitada kobariilesandena (ilma iihise 16putekstita)

Antud kolme erineva arvu korral leida
(a) neist suuruselt keskmine;
(b) suurima ja vdhima erinevus.

Rohutame, et kobariilesandega esitatakse niipalju lahteiilesandeid, kuipalju loen-
dis on eritekste; kobariilesande eritekstide loendis antakse (tdhelised) jarjekorra-
numbrid timarsulgudes: (a), (b), (c) jne.
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Tapsustus: iilesannete tekstides peetakse naturaalarvude all silmas positiiv-
seid tdisarve, st vihim naturaalarv on 1, mitte 0.

Kiesolevas esitatud ldheiilesannete allikana on muuhulgas kasutatud prog-
rammeerimisiilesandeid ainekursuse Programmeerimisharjutused 2019 ja 2020
aastate praktikumide ning kontrolltédde materjalidest. Viimastes leiduvate mit-
mete programmeerimisiilesannete sdnastajaks on Harmel Nestra.

Uldiselt, kiesolevas esitatud lahteiilesanneteks on enamasti juba klassikali-
seks kujunenud selle (“Progammeerimisharjutuste”) taseme iilesanded, voi siis
nende pisemad modifikatsioonid. Lahteiilesanded on grupeeritud kuude, to6tluse
suunitluselt 1dhedastesse jaotistesse. Viimases, lisajaotises esitatakse rekursiivse-
te programmide koostamise metoodiline juhend konkreetsete, Java-pohiste prog-
rammeerimisiilesannete rekursiivsete niidislahenduste baasil.

Kogumikku ei ole voetud

— pigem “Algoritmide ja andmestruktuuride” kursusesse kuuluvaid iilesandeid
(sh Algoritmide ja andmestruktuuride {ilesannete kogust),

— diinaamilisele kavandamisele (diinaamilisele programmeerimisele) orien-
teeritud {ilesandeid,

— samuti paljudest spetsiifilistest, informaatika korvalvaldkondadest (nt arvu-
tusmeetodid, matemaatiline statistika, geomeetria, fiitisika jt ) pédrinevaid keeru-
kamaid tilesandeid,

— aga ka kahendpuude erirakendustega (nt kahendotsimispuud, kuhjad) seo-
tud iilesanded.

Ebakorrektsustest ja soovitustest palume teada anda aadressil
Ahti.Pdder@ut.ee.



1. Arvutusiilesanded

1.1. Leida tihest suurem tiisarv, mille ruut vordub selle arvu kiimnendnumbrite
summa (ristsumma) kuubiga.

1.2. Kontrollida, kas antud kahe naturaalarvu kiimnendnumbrite hulgad on
ithisosata.

Naiteks,

arvude 9124 ja 35876 kiimnendnumbrite hulgad on iihisosata;

arvude 91624 ja 358761 kiimnendnumbrite hulkade {ihisosa on {1,6}.

1.3. Loetleda koik kolmekohalised kiimnendsiisteemi arvud, mille ruut on pa-
lindroom.
Uks sellistest arvudest on néiteks 264, mille ruut on 69696.

1.4. Antud naturaalarvu n korral leida (kui véimalik) vahim k& > 0 nii, et arvu
n - 3¥ kolmas kiimnendnumber on 0.

Naiteks,

n=13korral k = 11 (3! = 177147, n- 177147 = 2302911):

n=156korral k=2 (32 =9, n-9 = 1404):

n =364 korral k = 13 (313 = 1594323, n- 1594323 = 580333572);

n = 1908 korral k =0 (3° = 1, n-1=1908).

1.5. Antud naturaalarvu n korral leida suurim astendaja k, mille puhul 2¥ on
arvu n jagaja.
1.6. Antud arvukolmiku korral leida
(a) suurim ja vahim;
(b) nende seas suuruselt keskmine;

(c) milline neist asub koige ldhemal nende kolme arvu aritmeetilisele
keskmisele;

(d) neist moodustatud mittekahanevalt sorteeritud kolmik.

1.7. Kontrollida, kas isik pikkusega p cm ja kaaluga k kg on iilekaaluline, ala-
kaaluline v6i normkaalus (st p —k = 100 £2).

1.8. Antud on isiku mass (kg) ja pikkus (m). Arvutada selle isiku

mass_.
pikkus?

1) kehamassi indeks kmi =
2) kaalulisuse hinne kh,
—1,kui kmi < 20
0,kui 20 < kmi < 25
kh = 1,kui 25 < kmi < 30
2,kui 30 < kmi < 35
3,kui 35 < kmi
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(Hinnete selgitused: —1 — alakaal, 0 — normis, 1 — kerge tlekaal, 2 - iilekaal, 3 -
suur ilekaal.)

1.9. Kontrollida, kas punkt (a,b) asub ringjoonel x> +y*> = r2, selle ringi sees
voi véljaspool seda ringi.

1.10. Kontrollida, kas antud arvud véivad olla mingi kolmnurga kiiljepikkus-
teks.

1.11. Kontrollida, kas telliskivi (servadega a, b ja ¢) mahub lébi ruudukujulise
ristldikega avause seinas (ruudu kiilje pikkus d, avaus risti seinaga).

1.12. Kontrollida, kas telliskivi (servadega a, b ja ¢) mahub labi ristkiilikukuju-
lise avause seinas (ristkiiliku mo6tmed p ja g, avaus risti seinaga).

1.13. Kontrollida, kas punkt (x,y) asub vorgus, mille keskpunkt on koordinaa-
tide alguses ning valine raadius on « ja sisemine b.

1.14. Kontrollida, kas punkt (x,y) kuulub punktidega (1,0), (0,1), (-=2,0) ja
(0,—1) madratud piirkonda koordinaattasandil.

1.15. Kontrollida, kas antud aastanumber vastab liigaastale. (Liigaasta number
jagub 4-ga ja kui jagub 100-ga, siis jagub ka 400-ga.)
1.16. Olgu hy,hy,vi,v2 € {1,...,8}. Kontrollida
(a) kas malelaua ruudud (hy,v;) ja (h,v,) on sama Vvarvi;

(b) kas ruudus (hy,v1) olev ratsu 166b ruutu (h;,v;).

1.17. Leida, mitu purki varvi tuleb osta antud pdéranda (pikkus a, laius b) vir-
vimiseks. Varvi miitiakse 1-liitristes purkides ja kiri purgil védidab, et katvus on
8m?.

1.18. Laual on kaks risttahukakujulist pappkarpi moStmetega ay, by, c; ja az,
by, ¢ sentimeetrit. Kontrollida, kas esimene karp mahub téielikult teise karbi sisse,
kui papi paksus on 0,2 cm.

1.19. Ajaloolased hindavad kaitsevarustuse ja hobusega keskaegse riiiitli voit-
lusvoimet vordseks kolme tavalise sGjamehe omaga. Lahinguvaljal kohtuvad kaks
vaenuvége, millest ihte kuulub « riiiitlit ja b tavalist sGjameest ning teise c riiiitlit
ja d tavalist sGjameest. Leida, kumb selle lahingu eeldatavasti voidab.

1.20. Antud naturaalarvu n korral
(a) kontrollida, kas » on taisruut;

(b) kontrollida, kas » on téiuslik (st vordub oma périsjagajate summaga);

(c) kontrollida, kas »n on algarv;



8 1. ARVUTUSULESANDED

(d) loetleda n périsjagajad;
(e) leida n périsjagajate summa.

(Naturaalarvu n pdrisjagajateks on kéik arvud, millega n jagub, vélja-
arvatud arv n ise. Naiteks, arvu 28 parisjagajateks on 1,2,4,7 ja 14).

1.21. Leida (kui voimalik) lineaarvorrandisiisteemi

aix+byy=c
arx+byy=c;

reaalarvuline lahend, kui on antud kordajad ay, by, a», b, ja vabaliikmed cy, c;.

1.22. Miitigimehele anti valida kolme palgamaksmisskeemi vahel:
(a) 105 eurot nédalas puhast palka;
(b) 1.30 tunnis 40 tunni eest nédalas pluss 10% komisjonitasu miiiigi pealt;
(c) 15% miiiigi pealt ilma muu palgata.

Lahendada miiiigimehe ees seisev probleem: 1dhtudes oletatavast nddalasest miiii-
gist, arvutada tootasu kdigil kolmel juhul (et valida nendest véimalustest parim).

1.23. Teatava ainekursuse kestel toimub 3 tunnikontrolli, millest igaiihe eest
voib iiliopilane saada kuni 10 punkti, iiks suur kontrollt6d, mille maksimaalne
punktisumma on 100, ja eksam, mida hinnatakse samuti kuni 100 punktiga. Kur-
suse 1oplik hinne punktides kujuneb jargmiselt: 50% eksamist, 25% kontrollt66st
ja 25% tunnikontrollidest.

Seejédrel midratakse tdheline hinne vastavalt iildkehtivale hindamisskeemile:
91...100 punkti annab A, 81...90 annab B, 71...80 annab C, 61...70 annab D,
51...60 annab E, 50 v6i vihem annab F.

Leida tdheline hinne {ilidpilasele, kui on teada tema tunnikontrollide, kontroll-
t60 ja eksami tulemused.

1.24. Moni aeg tagasi maksis Hansapank (niitidne Swedbank) arvelduskonto
intressi iiks kord aastas, hiljem hakkas seda tegema iga kvartali 16pus. Ulesandeks
on vilja selgitada, kas selline muudatus oli kasulikum pangale v6i kliendile.

Eeldame, et aasta alguses pannakse kontole teatav rahasumma, ja et aasta
kestel sisse- ega viljamakseid ei toimu. Lihtsuse méttes voib votta aasta vord-
seks panga-aastaga, milles on 360 pdeva. Uks pangaaasta koosneb siis neljast 90-
péevasest kvartalist. Intressiméér nditab, mitu protsenti kasvab arvel olev raha
ithe pangaaasta jooksul. Liihema perioodi puhul on kasv vordeline perioodi pik-
kusega: poole pangaaastase perioodi puhul on kasv kaks korda vaiksem, veerandi
pangaaastase perioodi puhul neli korda jne. Eeldame veel, et intressimaar jéi pa-
rast intressi maksmises tehtud muudatust samaks.

Antud olgu konto seis aasta alguses ja intressiméér. Sellest ldhtuvalt tuleb ar-
vutada konto seis aasta 16pus mdlema meetodi korral.
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1.25. Eestvedajate erakond kavatseb korraldada kongressi ja vajab ruume. On
olemas Ugandi keskus, mille ruumide {iiirid {iheks pédevaks on jargmised: A 100
eur, B 149 eur, C 150 eur, D 180 eur ja E 230 eur. Lisaks on voimalik tellida osale-
jatele einet (kiipsised +vesi): luksuseine maksab 20 eur inimese kohta, tavaline 12
eur. Koigi osavotjate pealt arvestatakse teenustasu, mis on 12%j; teenustasu arves-
tatakse ainult eine, mitte ruumi iiiri eest. Et parandada maksete laekumist, teeb
keskus hinnaalandust, kui makse saabub 10 pédeva jooksul. Hinnaalandus soltub
arve suurusest. Kui arve on viiksem kui 700 eur, siis on see 3%, kui arve suurus on
700 ja 1400 eur vahel, siis 4%, ja kui arve suurus iletab 1400 eur, siis 5%.

Arvestada kokku arve suurus (koos hinnaalanduseta ja ilma), kui on teada
osavoOtjate arv, liliritud ruum, eine liik ja pdevade arv.

1.26. Eestvedajate erakond soovib kehtestada riigis astmelise tulumaksu. Vaat-
leme skeemi, mis ldhtub inimese aasta jooksul teenitud tulu kuukaupa keskmi-
sest (tulud eurodes). Tulult vahemikus 0...1000 on tulumaksuméir 0%, vahemi-
kus 1000...2000 — 15%, vahemikus 2000...5000 — 25%, vahemikus 5000...10000
— 33%, vahemikus 10000...20000 — 40% ja iile 20000 — 50%. Tulumaksu arvesta-
miseks jagatakse kuutulu iilaltoodud piiride jargi 16ikudeks ning igasse 16iku jadva
osa pealt voetakse tulumaksu selle 16igu méaéra jargi. Naiteks kui tulu on 5200, siis
tdidab see tervenisti kolm esimest vahemikku, kus maksuméaérad on 0%, 15% ja
25%, ning 200 ulatuses neljanda vahemiku, kus maksumé&ar on 33%. Makstav tu-
lumaks on 966 eurot.

Inimese kuutulu jérgi arvutada tulumaksu suurus ja protsent, mille see teeni-
tud tulust moodustab.

1.27. Antud on naturaalarv, mille viimane kiimnendnumber ei ole 0. Leida arv,
mis on saadud antud arvust selle viimase kiimnendnumbri esikohale viimise teel.
Niiteks, 123456 = 612345, 12003 = 31200.

1.28. Kahe antud naturaalarvu n ja m korral
(a) kontrollida, kas n ja m on sébralikud arvud;
(b) leida nende arvude suurim iihistegur;
(¢) leida nende arvude vahim thiskordne.
(Kaks naturaalarvu on sébralikud, kui nende périsjagajate summad on vordsed.

Vt ka tilesanne 1.20)

1.29. Loetleda antud 16iku [a;b] kuuluvad ké&ik sébralike arvude paarid
(b <30000).

1.30. Uks tuntumaid probleeme arvuteoorias on Goldbachi hiipotees, mille ko-
haselt iga 2-st suurem paarisarv on esitatav kahe algarvu summana. Néiteks

4=242
6=3+3
8=3+5

10=34+7=5+5
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Leida antud paarisarvu (> 2) lahutus kahe algarvu summaks.

1.31. Nimetame n-kohalist naturaalarvu Armstrongi arvuks, kui tema kiim-
nendnumbrite n-ndate astmete summa on vOrdne arvu endaga. Armstrongi arv
on niiteks 153 = 13 4 5% 4 33,

Loetleda koik kuni neljakohalised Armstrongi arvud.

1.32. Leida vorrandi 4x+ 3y — 9z = 5 k&ik taisarvulised lahendid 0 < x,y,z < 100.
Uks lahenditest on niiteks (2,2,1).

1.33. Antud on naturaalarv n. Tuleb leida Pythagorase kolmikuid, mille liitkme-
teks on arvust n viiksemad naturaalarvud. Tdpsemalt: loetleda vérrandi x> +y? =
7? sellised naturaalarvulised lahendid kolmikutena (x,y,z), kus x,y,z < njax <y.

Naéiteks, n = 26 korral on lahendikolmikuteks (3,4,5), (5,12,13), (6,8,10),
(7,24,25), (8,15,17), (9,12,15), (12,16,20), (15,20,25).

1.34. Kuupéev antakse arvukolmikuna (pdev, kuu,aasta).
(a) Leida mitmes pdev aastas on antud kuupéev.

(b) Leida kahe antud kuupédeva vaheline aeg paevades.

(NB! Liigaasta on selline, mille number jagub 4-ga, vilja arvatud juhud, mil see
jagub 100-ga, kuid ei jagu 400-ga.)

Niiteks (a), kuupédevale 8. oktoober 2020.a. vastab arvukolmik (8,10,2020) ja
see on 282. paev aastas 2020.

1.35. Arvutada
(a) paarisarvulise n korral summa 1-2+3-4+5-6+...+(n—1)-n;
(b) summa 2-102+6-98+10-94+...+46-58+50-54.
1.36. Uks lihtsaim praktikas kasutatav arvutusmeetod on meetod positiivse ar-

vu u ruutjuure arvutamiseks etteantud tdpsusega € > 0.
Ko&igepealt leiame algldhendi

u+1
X:i=
2

ning seejérel arvutame jark-jargult uusi lahendeid eeskirja

3+
o2

kohaselt. Kui jirjekordse leitud ldhendi x korral |x*> — u| < € , siis I6petame.
Antud positiivse arvu u korral leida /u tédpsusega 0.000001.

X

1.37. Algarvukaksikuks nimetame arvude paari (x,x+2), kus nii x kui ka x +2
on algarvud.
Antud on naturaalarv n. Leida viis esimest algarvukaksikut jadas (n,n+1,...).
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1.38. Uksikul saarel elab erak. Tema maja on kahe uksega, millest kummagi
juures asub alguses 3 paari kingi. Kui erak tahab majast véljuda, siis viskab ta
loosi, kummast uksest minna ja paneb jalga selle ukse juures asuvad kingad. Tagasi
tulles viskab erak jille loosi, kummast uksest siseneda, ja jitab kingad selle ukse
taha.

Teha kindlaks keskmiselt mitme korra jarel peab erak vdljuma majast paljajalu,
kuna loosiga valitud ukse taga kingi ei ole.

1.39. Vorrandi f(x) = 0 lahendamiseks kasutatakse sageli nn. 16igu poolita-
mise meetodit. Kasutaja annab ette 16igu otspunktid, kus lahend asub. Programm
jagab 16igu pooleks ja jitab alles selle poole, mille otspunktides on funktsiooni
f(x) mérgid erinevad. Edasi jagab jélle 16igu pooleks ja valib selle poole, kus mér-
gid erinevad. Arvutamine 16peb, kui 16igu pikkus muutub viiksemaks kui lubatav
viga.

Leida 16igu poolitamise meetodil funktsiooni

fl)=x*+22°—x—1
nullkoht 16igul [0, 1] tdpsusega 0.00001.
1.40. Loetleda koik neljakohalised arvud ABCD, mis rahuldavad tingimust
ABCD = (AB+CD)>.

1.41. Kuulus uurija Rudolf sai teada, et vdoramaine spioon on jitnud pealin-
na ainsasse tdisruudus numbriga trammivagunisse vasakult kolmanda istme alla
salateate. K&ik pealinna trammid koosnevad kahest vagunist ja on nummerdatud
kolmekohaliste arvudega. Seejuures on esimese vaguni number teise omast 100
vorra vdiksem ning esimese vaguni number jagub alati 6-ga ja teise oma 7-ga.
Mitu trammi on pealinnas?

Leida, millise numbriga vagunile tuleb Rudolfi kdsutuses oleva informatsiooni
kohaselt poorata erilist tihelepanu.

1.42. Leida esimene Fibonacci arv, mis on algarv ja suurem antud arvust n.

1.43. Antud naturaalarvu »n korral leida (kui voimalik) kaks tdisruutu, mille
summa on 7.

1.44. Leida vahim naturaalarv, mida saab kahel erineval viisil esitada kahe
tdisruudu summana.

1.45. Leida vdhim naturaalarv, mida saab kahel erineval viisil esitada kahe
taiskuubi summana.

1.46. Vaatleme ruutvorrandit
ax* +bx+c=0,

mille kordajateks on juhu-tdisarvud 16igult [—10;10]. Leida tdendosused, et sellel
ruutvérrandil on
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1) kaks reaalarvulist lahendit;
2) iiks kahekordne lahend;
3) lahendid puuduvad.

Ulesande lahendamiseks vdib vaadata 14bi kaik kordajate lubatavate vidrtuste
kombinatsioonid ning arvutada koigi kolme juhu osakaalud. Need ongi siis otsita-
vad tdendosused.

Selline eksperiment annab muu hulgas vordlemisi hea ettekujutuse, kui suur
osa koigist ruutvorranditest on iildse lahenduv. Lisaks tasub uurida, kuidas toenéo-
sused muutuvad, kui rajade [—10, 10] asemele votta midagi muud, niiteks nduda,
et koik kordajad oleksid positiivsed.

1.47. Péarast maailma loomist elas maa peal kolme liiki elusolendeid - lohed,
maod ja saurused. On teada, et iga lohe s66b hommikus66giks iihe mao, iga madu
s00b 16unas66giks iihe sauruse ja iga saurus s66b 6htus6ogiks iihe lohe. Kui mone
looma jaoks toitu ei jéatku, siis ta jaab ilma.

Oletame, et parast maailma loomist oli maa peal k lohet, / madu ja m saurust.
Leida, mitmendal pdeval toimus viimane s66gikord ning mis liiki loomi ja kuipalju
jéi pérast seda jarele.

1.48. Firma kavatseb korraldada 521 td6tajale nddalavahetuseks {ihise vélja-
soidu. Bussifirmadel on pakkuda kolme tiiiipi busse: 21-kohalisi, 41-kohalisi ja 43-
kohalisi. Seejuures ndutakse esimese bussi eest 240 eurot, teise bussi eest 336 eurot
ja kolmanda bussi eest 400 eurot.

Leida, mitu bussi igast tiilibist peab firma tellima, et koik t66tajad dra mahuk-
sid ja koguhind oleks seejuures véimalikult viike.

1.49. Tasandil on roht- ja piistjoonte abil kujutatud ruudustik. Ruudustiku
ruudu koordinaatideks (x, y) loetakse selle ruudu reanumber x ja ruudu jérjekor-
ranumber oma reas y.

Olgu antud ruudustiku kahe erineva ruudu koordinaadid. Kui need ruudud
asuvad iihel joonel, st kas iihel ja samal horisontaalil, vertikaalil v&i diagonaalil,
siis leida nende vahele jadvate ruutude arv (ilma antud ruute sisse arvestamata)
vastavalt kas piki horisontaali, vertikaali voi diagonaali.

Naiteid:

Ruudud (4,4) ja (1,1) on iihel joonel ja nende vahele ja&b 2 ruutu.
Ruudud (3,10) ja (1,10) on iihel joonel ja nende vahele ja&b 1 ruut.
Ruudud (2,5) ja (1,6) on iihel joonel ja nende vahele ja&b 0 ruutu.
Ruudud (5,4) ja (5,4) langevad kokku (ei ole erinevad).

Ruudud (5,4) ja (2,3) ei ole {ihel joonel.

Ruudud (7,7) ja (2,3) ei ole iihel joonel.

Ruudud (10, 8) ja (6,6) ei ole {ihel joonel.

1.50. Arvutada antud Fibonacci arvu jarjekorranumber (indeks) alates nullist.
Naiteks, Fibonacci arvude 0,5 ja 55 jarjekorranumbrid on vastavalt 0,5 ja 10.



2. Jarjendite tootlemine

Jdrjend on 16plik jada.

Jérjendi a osajdrjend on mittetiihi jarjend, mis saadakse, valides jéarjendist a
elemente indeksi kasvades.

Jarjendi a alamjdrjend on mittetiihi jarjend, mis saadakse, valides jarjendist a
jarjestikuseid elemente, st indeksi kasvades iihe vorra. Alamjarjend on osajérjendi
erijuht.

Naiteks,
jarjendi (1,2,3,7,4,5,6) neli osajéarjendit: (3,7,5), (2,7,5,6), (1,2,3), (3,7,4,5).
Neist kaks viimast on iihtlasi ka selle jarjendi alamjérjenditeks.

Kiesolevas jaotises kasitletakse ainult arvujérjendeid.

I Fikseeritud pikkusega ehk staatilised jarjendid

2.1. Loetleda antud jarjendi elemendid vaheldumisi algusest ja 16pust.
Naiteks,
(1,2,3,4,5,6) — (1,6,2,5,3,4), (1,2,4,8,16,32,64) — (1,64,2,32,4,16,8).

2.2. Leida antud jarjendi elementide ruutkeskmine.
2.3. Leida kaks suurimat vaartust antud jérjendis.

2.4. Antud jarjendis « leida suurim selline element, mis asub rangelt 0 ja 1
vahel. Tdpsemalt, leida y, y = max{x | x € 4,0 < x < 1}, arvestusega, et max(0) = 0.

Niiteks,

a=(04),y=0.4;

a=(-0.3,1.5),y=0;

a=(1.0,0.7,0.3,—-0.9,0.0), y=0.7.

2.5. Olgu antud naturaalarvude jarjend a = (ay,as,...a,). Arvutada s,

S =

a,-~(1 +a; mod 2)

n
i=1

(s on summa a elementidest, kus paarisarvulise viartusega elemendid on voetud
ithekordselt ja paarituarvulise vaédrtusega elemendid kahekordselt).

Naiteks,

a=(4),s=4;

a=(3),s=6;

a=(2,8,3,7,10), s = 40.

2.6. Antud jarjendi elemendid kuni esimese nullini (erijuhul 16puni) korrutada
arvuga 2.
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2.7. Loetleda koik erinevad teekonnad m x n ruudustiku {ilemisest vasakust
tipust alumisse parempoolsesse tippu méodda ruutude servi, kus koik liikumised
toimuvad vaid alla ja paremale ning iihelgi etapil ei satuta algus- ja 16pppunkti
ithendavast diagonaalist allapoole.

2.8. Vaheldumisi liita ja lahutada antud jarjendi elemendid. Tapsemalt, arvuta-
da aritmeetilise avaldise vaartus, milleks on vaheldumisi pluss- ja miinusmaérgiga
eraldatud jarjendis loetletud arvud (negatiivsed sulgudes).

Naiteks, jarjendi
(0.5,-2.2,3.8,0.5,—0.3) korral arvutatakse 0.5+ (—2.2) —=3.8+0.5— (—0.3) = —4.7.
Erijuhul, tiihja jarjendi () ja ithe-elemendilise jarjendi (ap) puhul on tulemuseks
vastavalt 0 ja ao.

2.9. Leida antud jarjendi positiivsete elementide kuupide summa.
Niiteks,

jarjendi (—2.0,2.0) korral on tulemuseks 8.0,

jérjendi (2.0,1.5,—18.0) korral aga 11.375.

2.10. Leida antud jarjendi nullist erinevate elementide korrutis. (Null teguri
korrutis loetakse vordseks arvuga 1.0.)

Niiteks,

jarjendi (0.0,4.0,2.7) korral on tulemuseks 10.8 ja jarjendi (—2.0,2.5) korral
-5.0.

2.11. Antud on tdisarvude jarjendid a ja b. Leida koikide selliste naturaalarvude
summa, mis leiduvad nii jarjendis a kui ka jarjendis b.

Naéiteks, a = (1,4,-3,6,1,5,7,2,2,3,5,6) jab = (3,—4,-3,7,2,2,6,—3,5) korral
on tulemuseks 23 (naturaalarvude 6,5,7,2,3 summa).

2.12. Arvutada antud jarjendi a elementide kahekaupa korrutiste summa s, kus
esimene Kkorrutatakse viimasega, teine eelviimasega, kolmas 16pust kolmandaga
jne

Paaritu arvu elementide korral keskmine element

(a) korrutatakse iseendaga (vGetakse ruutu);

[n/2]
s= Y i
i=1

(b) keskmist elementi ei korrutata, kuid summas ta liidetakse.

Niiteid:
a=(1,2,3,4,56),s=28 (28=1-64+2-5+3-4);
a=(1,2,3,4,5),

variant (a) s =22 (22=1-5+2-4+3-3);
variant (b) s=16 (16 =1-5+2-4+3).
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2.13. Antud jarjendi a = (ay,as,...,a,) korral leida summa s =Y | ia;.
Naiteks a = (2,5,0,1,3) korral s =31(31=1-242-54+3-0+4-145-3).

2.14. Leida antud jarjendi
(a) (iiks) pikim kasvav alamjérjend;

(b) suurim alamjérjendite summadest
(naiteks, jarjendi (—2,1,—3,4,—1,2,1,—5,4) alamjérjendite summa-
dest suurim on 6);

(c) suurima summaga alamjérjend,
(d) pikim alamjarjend, mille koik elemendid on paarikaupa tihistegurita.

(e) (iiks) pikim kasvav osajarjend
(naiteks, jarjendi (2,1,—2,-3,4,—1,2,—5,4) pikim kasvav osajdrjend
on (—3,—1,2,4).

2.15. Koostada antud jérjendi a (pikkusega n) ja naturaalarvu m (0 < m <=n)
korral uus jérjend b jargmisel viisil:

1) algselt b= ();

2) jarjendile b lisada jarjendi a m-s element;

3) kuni kéik a elemendid ei ole jarjendile b lisatud:
leida viimasena lisatud elemendist jarjendis a tsiikliliselt edasi
lugedes m-s element jarjendi a selliste elementide hulgast, mida
pole veel jarjendile b lisatud, ja lisada see jarjendile b.

Naiteks,
a=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) jam = 2 korral b = (2,4,6,8,10,3,7,1,9,5).

2.16. Antud naturaalarvu n korral koostada paarikaupa erinevate juhuarvude
jérjend pikkusega [n/2], elementide vaartustega 16igult [1;n].

2.17. Vaiga Vabariigis on 1dhenemas valimised. Vabariigis on kokku » parteid,
kuid kuna vahetult enne valimisi keelustas parlament valimisliidud, ei jaa partei-
del edukaks esinemiseks muud {ile, kui valimiste eel iiksteisega liituda. Analiiiiti-
kud on vélja selgitanud, et kdige kasulikum on iihineda parteidel, mille liikmete
arvud on ldhedased. Niisiis iihinesidki kdigepealt need kaks parteid, mille liik-
mete arvud on koige ldhedasemad. Sellega kahanes parteide koguarv iihe vorra.
Seejérel kordus ithinemisprotsess sama reegli jargi kuni valimistel osalemiseks jai
alles vaid kaks parteid A ja B.

Leida, millistest parteidest moodustusid liitparteid A ja B, kui on teada nii al-
lesjaédnud parteide A ja B liikkmete arvud kui ka koigi parteide liikmete arvud enne
ithinemisi.
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2.18. Loetleda antud paarisarvulise pikkusega jéarjendi elemendid ostsilleeri-
valt timber keskkoha: koigepealt keskkohast vasakult esimene element, siis kesk-
kohast paremalt esimene, seejarel keskkohast vasakult teine, siis keskkohast pare-
malt teine jne.

Naiteks jérjendi (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) korral saadakse (5,6,4,7,3,8,2,9,1, 10).

2.19. Transponeerida antud jirjend, st muuta elementide jérjestus vastupidi-
seks.
2.20. Antud jarjendis on 6pilaste kontrollt66 hinded. Leida
(a) keskmine hinne;
(b) keskmisest madalama hindega Gpilaste arv;

(¢) maksimaalne hinne.

2.21. Antud jarjendis on tOotajate vanused. Leida
(a) iga tootaja kohta, mitu aastat on tal jaédnud 65-aastaseks saamiseni;
(b) tootajate keskmine vanus;
(c) tootajate mediaanvanus;
(d) alla 40-aastaste tootajate arv;
(e) alla 40-aastaste tootajate keskmine vanus;
(f) minimaalne vanus.
2.22. Leida jéarjendi (ag,ay,. .. ,a,) selliste elementide summa, mis jaguvad 3-ga
ja millede indeksid jaguvad samuti 3-ga.

Naiteks,
jérjendi (9,4,6,2,10,3,0,1,9,6) korral on selliseks summaks 15 (=94 0+6).

2.23. Loetleda antud jarjendi need elemendid, mis erinevad mingist tdisruu-
dust 5 vorra.

2.24. Leida antud jirjendi suurima ja vdhima elemendi vahe.

2.25. Leida antud jarjendi kaks teineteisele suuruselt kdige 1ahemat elementi.
2.26. Leida suurim erinevus antud jarjendi kahe naaberelemendi vahel.

2.27. Leida antud jarjendi kaks elementi, mille suurim {ihistegur on suurim.

2.28. Kontrollida, kas etteantavas jérjendis leidub elemendipaar (x,y), kus y =

X3 voix =y,

2.29. Leida, millise vairtusega elemente leidub jarjendis koige rohkem. (Vas-
tuseks voib olla mitu arvu.)
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2.30. Kontrollida, kas jarjendi elemendid on paarikaupa erinevad.

2.31. Antud on tasandi punktide koordinaadid (x;,y1),..., (xx,ys). Leida punk-
tid, mis asuvad teineteisest kdige kaugemal.

2.32. Antud on jarjend a = (ay,...,a,) ja tdisarvujarjend b = (by,...,b,). Arvu-
tada summa

S =

s

f(a,bj),

1

J

kus f(a.i) = {ai, kuii € [1,n],
0, vastasel korral .

Teisisénu, summeerida tuleb jarjendi a elemendid, mille indeksid leiduvad jar-
jendis b. Iga a elementi liita niimitu korda, kuimitu korda tema indeks esineb
jarjendis b (mh, kui @ mingi elemendi indeksit jarjendis b ei ole, siis seda ei liideta
uldse).

Niiteks, kui a = (2.5,—4.4,2.0,—1.5)ja b= (2,6,1,—1,3,1),

siis s = —4.442.5+2.04+2.5=2.6.

2.33. Loetleda kahe jérjendi selliste elementide vaartused, mida esineb mole-
ma jarjendi elementide hulgas tapselt iiks kord.

2.34. Antud kolme jirjendi puhul moodustada nende {ihiste elementide jér-
jend.

Naiteks, jarjendite

(5,7,100,24,61,5),

(1,61,5,5,10,40,24),

(3,120,4,55,5,5,24,30,61)

ithiste elementide jarjend: (5,24,61,5).

2.35. Kontrollida, kas antud jarjendis leidub kolm arvu, mis sobivad tdisnurkse
kolmnurga kiiljepikkusteks.

2.36. Maaméotja tegi kindlaks pollu rajamiseks ettendhtud n-nurkse maatiiki
nurkade koordinaadid riigi alusvorgu teatava kindelpunkti O suhtes. Koordinaa-
tide vaartusteks sai ta (xi,y;),..., (xs,yn) ringkdigu jérjestuses. Arvutada maatiiki
pindala.

Uldine véte kumera hulknurga pindala arvutamiseks on jagada see kolmnurka-
deks: valida selle mingi tipp ja tdmmata sealt sirgjooned koigisse teistesse tippu-
desse. Tekkinud kolmnurkade pindalad saab arvutada niiteks koordinaatidega
madratud kiiljepikkuste jargi.

2.37. Leida antud jérjendist arvukolmik(ud), milles suurima arvu ja vdhima
arvu vahe on minimaalne.
Naiteid:
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e Jarjendis (1,6,4,0,5,9) on selleks kolmik {4,5,6},
kus max — min = 6 —4 = 2. Muude arvukolmikute korral selline vahe ei ole
kahest vdiksem: nt {1,4,6} korral 5, {0, 1,4} korral 4, {0,5,9} korral 9.

e Jirjendis (6,4,5,4,6) leidub kaks minimaalse vahega max — min = 1 arvukolmi-
kut: {4,4,5} ja {5,6,6}.

2.38. Leida (kui véimalik) antud jarjendi (ag,ay,...,a,) pikim alamjirjend, mis
koosneb ainult arvu 2 astmetest.

Naiteks, jarjendi (2,4,3,1,2,4) korral on otsitavaks jirjendi 16pus paiknev
kolme-elemendiline alamjérjend (algusindeksiga 3 ja 16puindeksiga 5).

2.39. Leida méargimuutude arv antud jarjendis.
Naiteks, jarjendis (3,5,0,0,—2,—2,0,1,0,—2) on kolm margmuutu.

2.40. Leida inversioonide arv antud jérjendis (st mitmel korral suurema in-
deksiga element on vdiksem kui moni viiksema indeksiga element).
Naiteks, jarjendis (1,4,2,3) on kaks inversiooni, sest 2 < 4 ja 3 < 4.

2.41. Leida paarituarvulise pikkusega jérjendi mediaan ilma jérjendit sorteeri-
mata.

2.42. Antud on jéarjend pikkusega n ja arv k, 1 < k < n. Antud jarjendis paigu-
tada vaiksemad k elementi timber jirjendi algusesse, elementide vaartuste oma-
vahelist jarjestust siilitades nii uues (vdiksemate) algusosas kui ka 16ppu jadnud
(suuremate) osas

(a) kui jarjendi elementide véaartused on unikaalsed;
(b) kui jarjendis v&ib olla korduvaid arve.

Naiteks (juhul a),
(3,2,1,5,8,4,6,7,9), kui k =3,
(3,5,8,4,2,6,7,1,9) = ,
(3,5,4,2,6,1,8,7,9), kui k = 6.
2.43. Antud on jarjend a = (ag,ay, ...,ax), k > 4. Koostada viie-elemendiline jér-
jend b, milles on jarjendi a 2 suurimat ja 3 vdhimat elementi (suvalises jarjestuses).

2.44. Rivis seisab n inimest iiksteise selja taga. Kui inimene on eesseisjast pi-
kem, siis ndeb ta lisaks eesseisjale veel teisi eespoolseid inimesi kuni selleni, kes
on omakorda temast pikem.

Leida inimene, kes néeb rivis kdige kaugemale (koige rohkem eesseisjaid), kui
seisjate pikkused on antud n-elemendilise jarjendina.

2.45. Kolmnurkarvuks nimetatakse naturaalarvu, mis esitub tiisarvude 1 kuni
n summana mingi naturaalarvu n korral (v6ib olla ka n = 0). Kolmnurkarvude jada
k=1(0,1,3,6,10,...); kiy1 = k; +1i.

Leida antud jarjendi (ag,ay,...,a,) kolmnurkarvuliste indeksitega elementide
summa.
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Naiteks,

jérjendi (2,3,4) korral liidetakse elemendid indeksitega 0 ja 1, summaks saa-
dakse 5 (=2+3);

jarjendi (2,3,4,5) korral liidetakse elemendid indeksitega 0, 1 ja 3, summaks
onl0(=2+3+5).

2.46. Antud jarjend a salvestada uude jarjendisse b keskelt véljapoole timber-
jarjestatult: jarjendi a keskmest iihekaugusel olevatest elementidest vasakpoolne
eelneb parempoolsele jarjendis b.

Naiteks,

a=(1,2,3,4,5)=b=(3,2,4,1,5);

a=(1,2,3,4,56)=b=(3,4,2,5,1,6).

2.47. Kontrollida, kas antud jarjendis leidub kaks jérjestikku paiknevat elemen-
ti, mille summa on samuti selle jérjendi element.

2.48. Leida (kui voimalik) antud jérjendi véhim selline indeks, millest véik-
sematel indeksitel paiknevate elementide summa vordub iilejidnud elementide
summaga.

Naiteks,

jarjendi (1,4,—1,2,—1,5) korral on selliseks indeksiks 2;

jarjendi (4,—3,2,—3) korral on selliseks indeksiks 0;

jérjendi (1,2,3,5,6) korral sellist indeksit ei ole.

2.49. Jarjendisse a pikkusega n on kantud arvud hulgast {0,1,...,n — 1}, kus
seejirel moned neist on asendatud arvuga —1.

Niiteks, a = (—1,—1,7,1,10,4,3,—1,—1,5,—1),n = 11.

Koostada jédrjend, mis on saadud sorteeritud jéarjendist (0, 1,...,n — 1) jarjendis
a puuduvate arvude asendamisel arvuga —1.

Ulaltoodud jirjendi a korral on tulemuseks (—1,1,—1,3,4,5,—1,7,—1,—1,10).

2.50. Antud jarjendis paigutada elemendid timber “kirjusse ritta” — negatiivsed
ja positiivsed vaheldumisi (jarjendi alguses).

Naiteks,

(-5,—-1,7,1,10,3,-2,—1,5,—-6,4) = (—5,7.— 1,1,-2,10,—1,3,-6,5,4).

2.51. Antud tdisarvujarjendis paigutada timber jéarjendi 16ppu
(a) paaritud arvud,
(b) mittenegatiivsed arvud,
(¢) nullid.

Naiteks,
(juht a) (—1,0,-7,3,10,4,0,2,—1,-5,6) = (0,10,4,0,2,6,3,—1,—1,—-5,—7);
(juht b) (-1,0,-7,3,10,4,0,2,—1,-5,6)= (—1,—-7,—1,—5,10,4,0,2,0,3,6);
(juht ©) [-1,0,—7,3,10,4,0,2,—1,-5,6] = (—1,-7,3,10,4,2,—1,—-5,6,0,0).
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2.52. Antud téisarvujarjendis a paigutada iimber jéarjendi 16ppu
(a) paaritud arvud;
(b) mittenegatiivsed arvud.

Nii tulemuse algusosas (a — paarisarvud, b — negatiivsed arvud) kui ka 16puosas
(a — paaritud arvud, b — mittenegatiivsed arvud) peab olema siilitatud arvude
esialgne jarjestus jarjendis a.

Naiteks,

(@) (~1,0,—7,3,10,4,0,2,—1,—5,6)= (0,10,4,0,2,6,—1,—7,3,—1,—5);
®) (~1,0,-7,3,10,4,0,2,—1,-5,6) = (—1,—7,—1,-5,0,3,10,4,0,2,6).

2.53. Antud jarjendis a = (ag,ay,...,a,) paigutada elemendid timber selliselt,
et
a;_1 >= aj, kui i on paarisarv, a;_| <= a;, kui i on paaritu (i = 1,2,...,n).

2.54. Antud jarjendis a = (ag,ay,...,a,), n > 3, paigutada elemendid iimber
selliselt, et paarisindeksitega osajirjend (ag,as,...) oleks mittekahanev ja paaritu-
indeksitega osajarjend (aj,as,...) oleks mittekasvav.

Néiteks, (—1,8,7,1,10,4,0,2,—1,5,6) = (—1,10,—1,8,0,7,1,6,2,5,4).

2.55. Antud on arvude jirjend a = (ag,ai,...,a,) ja selle indeksite hulga

{0,1,...,n} mingi permutatsioon p. Jarjend « tuleb timber jarjestada vastavalt per-
mutatsioonile p, st arv jarjendi a kohalt i tuleb salvestada kohale p; (i =0,1,...,n).
Naiteks,

a=(25,13,56,44,75,33),
p=(3,0,4,1,2,5).
Umberjérjestatud a = (13,44,75,25,56,33).

2.56. Antud jirjendi iga element asendada temale eelneva ja temale jérgneva
elementide korrutisega. Puuduv eelmine ja puuduv jarglane lugeda arvuks 1.
Naiteks, (—1,0,—7,3,10,4,0,2,—1,-5,6)= (0,7,0,—70,12,0,8,0,—10,—6,—5).

2.57. Antud bitijarjendis paigutada nullid jérjendi algusesse.
Niiteks, (1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0) = (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1).

2.58. Antud jirjendi iga element (va viimane) asendada suurimaga temale
jargnevate elementide seas.
Naiteks, (99,10,20,43,35,19,12,31,0,1) = (43,43,43,35,31,31,31,1,1,1).

2.59. Antud bitijarjendis asendada tiks nullidest {ihega (0 — 1), nii et moodus-
tuks voimalikult pikk iihtedest koosnev alamjirjend. Naiteks,

(1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0) = (1,0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,0);

(1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0) = (1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0).
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2.60. Antud korduvate elementideta jarjend a = (ay,ay,...,a,) korraldada iim-
ber siksakiliseks, st nii, et iga naabrite paari (a;,a;+1) (i=0,1,...,n— 1) korral

a; < aj; 1, kui i on paarisary,

a; > a1, kui i on paaritu.

Niiteks, (9,5,16,13,10,4,2) = (5,16,9,13,4,10,2).

2.61. Antud on jirjend ja tdisarv k.
Antud jéarjendis nihutada elemendid |k| kohta tsiikliliselt
e paremale, kui k > 0;
e vasakule, kui k < 0.
Naéiteks, jarjendi (3,7,6,0,3) korral,
kui k = 3, saadakse (6,0,3,3,7);
kui k = —3, saadakse (0,3,3,7,6);
kui k = —7, saadakse (6,0,3,3,7).
2.62. Antud jarjendis nihutada elemendid |k| kohta tsiikliliselt
e paremale, kui k > 0;
e vasakule, kui k < 0,
kasutades ainult jarjendi vdi selle osade transponeerimist.
2.63. Antud on arv x ja jarjend a, mis on saadud mingi sorteeritud jérjendi
tsiiklilisel nihutamisel mingi arv kohti. Kontrollida, kas selles jarjendis leidub
(a) arvx;
(b) arvupaar summaga x.
2.64. Lihtudes neljakohalisest naturaalarvust n, mille numbrid ei ole koik sa-
mad (st mitte 1111,2222,...,9999), sooritatakse korduvalt jargmised tehted:
1. a:= arv, mis saadud arvu n numbrite jérjestamisel mittekasvavalt;
2. b:=arv, mis saadud arvu n numbrite jarjestamisel mittekahanevalt;
3. n:=a—b;
4. kui n = 6174 (nn Kaprekari konstant), siis lopetada.

On teada, et selle konstandini joutakse alati iilimalt 7 sammuga. Jirgmised tehted
enam n vadrtust (6174) ei muudaks, sest 7641 — 1467 = 6174.

Antud on neljakohaline naturaalarv n (mitte 1111,2222,...,9999). Loetleda pa-
rast igat 3. sammu saadavad arvukolmikud (a,b,n).

Naiteks n = 6317 korral on nendeks

(7631,1367,6264),

(6642,2466,4176),

(7641,1467,6174).
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2.65. Antud n-elemendilise jérjendi i-ndaks elemendiks on ((—1)*1)/(2%i—1),
i=1,...,n
Leida selle jarjendi neljakordne summa.

2.66. Antud jérjendis asendada iga element summaga jérjendi algusest kuni
selle elemendini (kaasa arvatud), kusjuures jooksvale elemendile liidetakse

(a) eelnevate elementide esialgsed vaartused;

(b) eelnevate elementide uued (juba muudetud) véartused.

2.67. Antud on jérjend a = (ag,ay,...,ay) ja liks indekseid i sellel. Leida (kui
voimalik) elemendile @; 1ahim (jérjendis eelnev voi jargnev) temast suurem ele-
ment.

Naiteks, jarjendi a = (1,4,3,2,5,7) korral,

kuii=1, a; =4, siis leitakse a4 = 5;

kui i =2, a, = 3 siis leitakse a; = 4.

2.68. Antud on taisarvude jéarjend (ag,ay,...,a,) ja algarv m. Arvutada selle
jarjendi kontrollsumma ks baasil m:
ks :=0;
Vi,i=0,1,...,n:
ks := ((ks + a;) *m) mod 10000007;

2.69. Funktsiooni f(x) véartused 16igul [a;b] sammuga h = (b —a)/n on salves-
tatud jarjendisse y: y; = f(a),y2 = fla+h),y3=f(a+2-h),...,y, = f(b).

Asendada jarjendis y iga element y;(i = 2,3,...,y,—1) kolmiku y;_1,y;,y;;1 arit-
meetilise keskmisega. (Sellega muudetaks y = f(x) graafik sujuvamaks, vdhem “sa-
kiliseks”.)

2.70. Loetleda antud kordarvu algtegurid mittekahanevalt.
Naiteks,
arvu 1650 algtegurid on 2,3,5,5,11; arvu 1653 algtegurid on 3, 19,29.

2.71. Koostada n-elemendiline jdrjend (ao,...,a,-1), kus a; (( =0,1,...,n—1)
on esimese (i +2)-ga jaguva Fibonacci arvu jarjekorranumber.

Naiteks, n = 10 korral on tulemuseks [3,4,6,5,12,8,6,12,15,10].

(Esimesed Fibonacci arvud on teatavasti 0)0, 1)1, 2)1, 3)2, 4)3, 5)5, 6)8, 7)13,
8)219)34, 10)55, 11)89, 12)144, 13)233, 14)377, 15)610, 16)987, ...)

2.72. Antud on m ja n, 1 < m < n. Koostada n-elemendiline jarjend
a = (ag,...,a,—1), milles esimesed m elementi on kahe astmed,
a;i=2,i=0,1,....m—1
ja iga jargmine on talle eelneva m elemendi summa,
aj=aj 1+aj2+...+ajm j=mm+l1,. .. .n—1
Naiteks, m = 4 ja n = 10 korral
koostatakse jarjend (1,2,4,8,15,29,56,108,208,401)
(elementide indeksitega 0,1,2,3,4, 5, 6, 7, 8, 9).
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2.73. Koondada antud jérjend
(a) nihutamisega vasakule;
(b) nihutamisega paremale.

Koondamine: jirjendis olnud iga vordsete naabrite paari korral asendatakse
iiks paari liige nulliga ja teine korrutatakse kahega; seejarel paigutatakse koik
jarjendisse jadnud mittenullid timber jérjendi algusesse (juhul a) v6i 16ppu (juhul
b).

Naiteks (nihutamisega vasakule):

(1,3,3,3,3) = (1,6,6,0,0);

(0,32,3,3,6,0,3,0,3,0) = (32,6,6,3,3,0,0,0,0,0).

2.74. Antud bitijarjendi korral leida selliste erinevate osajarjendite arv, mis
koosnevad ainult iihesugustest bittidest (kas ainult ithtedest v&i ainult nullidest)
ja milles on paarisarv elemente.

Naiteks,
bitijarjendi (0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1) korral on tulemuseks arv 5, sest erinevateks
no lubatud osajérjenditeks on (0,0),(0,0,0,0),(1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1).

2.75. Antud on n-elemendiline jarjend. Leida selle jarjendi suurima koigi ele-
mentide korrutisega
(a) alamjarjend, kui n < 50,
alamjérjend pikkusega 4, kui n > 50;
(b) osajarjend, kui n < 15,
osajarjend pikkusega 4, kui n > 15.

Naiteks (juht b), 17-elemendilises jarjendis
(1.8,0.0,1.2,—0.8,0.7,—0.5,—1.9,—-0.7,1.3,1.0,—0.3,-1.2,2.2,0.1,0.2, 0.3, —2.5)
on suurima korrutisega (18.81) 4-elemendiliseks osajarjendiks
(1.8,-1.9,2.2,-2.5).

IT Muutuva pikkusega ehk diinaamilised jarjendid

2.76. Antud on sorteeritud jarjendid « ja b. Kanda jarjendi b koik elemendid
iile jarjendisse a, viimase sorteeritust sédilitades.

Naiteks, a = (—1,0,2,4,5,7,9), b= (1,1,2,3,8,16);
pérast b elementide iilekandmist a-sse a = (—1,0,1,1,2,2,3,4,5,7,8,9,16), b = ().

2.77. Antud jarjendist « eemaldada korduvad elemendid, séilitades allesjdanu-
te omavahelise jirjestuse
(a) kui a on sorteeritud;

(b) kui a on sorteerimata.
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2.78. Antud on jérjendid a ja b. Jarjendist « eemaldada need elemendid, mis ei
esine jarjendis b.
Naiteks, a = (—1,9,4,2,0,7,9), b= (1,1,8,3,2,9); tulemus: a = (9,2,9).

2.79. Tahistame I(n) = (0,1,...,n — 1) — mittenegatiivsete jarjestikuste tais-
arvude jérjend pikkusega n.

Olgu antud »n ja I(n) osajarjend b. Koostada jarjend a, mis on saadud jarjendist
I(n) jarjendisse b kuuluvate arvude eemaldamisel.

Naiteks,
n=16,b=(0,1,7,9,13,14,15) = a = (2,3,4,5,6,8,10,11,12).

2.80. Antud on unikaalsete elementide jarjend a ja selle {iks osajarjend a’. Koos-
tada jarjend a”, mis on saadud jarjendist a jarjendi ¢’ siimbolite eemaldamisel.
Naiteks,
a=(11,8,2,-3,0,5,4),d = (8,0,5) = a’ = (11,2,-3,4).

2.81. Naturaalarvuga n tehakse jargmisi operatsioone seni, kuni n-i vaartuseks
saab 1:

e kui n jagub 2-ga, siis jagatakse ta 2-ga;
e kui n ei jagu 2-ga, siis asendatakse ta arvuga 3n+ 1.

Collatzi hiipotees vaidab, et iikskdik millisest naturaalarvust 1dhtudes jduame alati
arvuni 1.

Antud on naturaalarv n. Koostada iilalkirjeldatud operatsioonide kdigus tekkiv
arvujérjend n,..., 1.

2.82. Loetleda koik 16igul [1;500] leiduvad taiuslikud arvud (vt iilesanne 1.20).

2.83. Loetleda antud jarjendi unikaalsed elemendid (elemendid, mis esinevad
selles jéarjendis tapselt iiks kord).

2.84. Antud on jarjend « ja téisarvujirjend b. Loetleda antud jarjendi a sellised
elemendid, mille indeks esineb jarjendis b.

2.85. Leida (kui voimalik) antud jarjendis pikim vdhemalt kolme-elemendiline
osajarjend, mis on aritmeetiline jada.

2.86. Leida jarjendi (ag,ay,...,a,) selliste elementide indeksid, millest taha-
poole (indeksite mottes) jadb koige rohkem temast suuremaid elemente.

Niiteks, jarjendi (16,15,16,14,14,14,19, 18, 15) korral on tulemuseks indeksite
jarjend (1,3,4,5).

2.87. Ajateenistuses olles sonastas matemaatikatudeng Juku iilesande, milleks
sai inspiratsiooni jao igahommikusest jooksuharjutusele kogunemisest. Nimelt oli
jaotilemal kombeks kédsutada sddurid esmalt suvalises jarjestuses rivvi, vordsete
vahedega {iksteise selja taha. Igal hommikul négi Juku tldiselt erinevat arvu ees-
seisjate vormimiitse. Sellest tuli Jukul méte formuleerida jargmine iilesanne.
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Antud on iilesrivistatud sédurite pikkuste jarjend y. Sodureid kujutame x-
teljele paigutatud vordsete vahedega piistldikudena, i-nda piistldigu pikkus on y;.
Tahistame &(i, j) — sirge tous, mis lébib i-nda ja j-nda piistldigu iilemisi otsi. Vaat-
leme kahte piistléiku (s6durit) nrija j (i < j). Sdtestame, et i-s sddur ndeb j-nda
soduri miitsi, kui k(i, j) > k(i,r) igar=i+1,i+2,...,j— 1 korral. Iga s6duri korral
tuleb leida, mitme eesseisja vormimiitsi ta néeb.

2.88. Vaadeldavas positiivsete tdisarvude jadas ug,u;,... kehtib iga i = 0,1, ...
korral: |
liny = { 3 ku% u; on paarisarv,
a—+u; kui u; on paaritu,

kus a > 0 on paarituarvuline konstant.
Saab tOestada, et see jada on alates mingist kohast perioodiline.
Leida selle jada perioodi pikkus ning jada liikme indeks, millest periood algab.

2.89. Antud on & sorteeritud jarjendit (k > 0). Koostada nende iihildamise (poi-
mimise) teel saadav sorteeritud jérjend.

2.90. Antud jarjendi (ag,a1,...,a,) jaoks koostada indeksite (0,1,...,n) nn sor-
teeriv permutatsioon (po, pi,...,ps), Dii et ap, | <=ap,, igai=1,...,n korral.

Naiteks, jarjendi (3,2,4,2,5,9) (sorteeritult (2,2,3,4,5,9)) sorteeriv permutat-
sioon on (1,3,0,2,4,5).



3. Maatriksite tootlemine

3.1. Antud on n > 5. Koostada (rida-realt) siimbolite maatriks, milles esinevad
ainult siimbolid '#’ ja ’’ (tithik) ning mille ridade kaupa esitamisel tekib kujund
(nédidetes n = 5)

(a) ristkiilik n x » maatriksina, nt

HHtH##
# #
# #
# #
#HHtH##

(b) roopliilik n x (2n — 1) maatriksina, nt

HHtH##
# #
# #
# #
HHtH##

n(n+1) Tred
(c) langev trepp n x ——— maatriksina, nt

#
##
#tH
H#HHHH
HHHHH

(d) tdusev trepp n x @ maatriksina, nt

#
##
#i#
#HH##
HHHHH

(e) kallutatud romb (2n — 1) x n maatriksina, nt
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() romb (2n—1) x (2n— 1)) maatriksina, nt

(g) telk n x (4n — 3) maatriksina, nt

#
## ##
#H## #HHH
#H## #HitH#
HHHHH# HH###

(h) piiramiid n x (2n — 1) maatriksina, nt

#
##
###
#HHH#
#HEHHH

(i) spiraal n x n maatriksina, nt

HHtH##

#
#it#H #
# #
HHtH##

Mirkus. Jarnevates iilesannetes kasitletakse ainult arvude maatrikseid.
3.2. Koostada 9 x 9 maatriks A, milles A;; =i-j (i=1,...,9ja j=1,...,9).

3.3. Koostada 10 x 2 maatriks A, milles

Aj =i

i
1
Ap = Z -
,,:1"

(i=1,...,10).

3.4. Transponeerida antud ruutmaatriks.
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3.5. Koostada antud maatriksi transponeeritud maatriks.
3.6. Antud maatriksi korral koostada uus maatriks, milles on vahetatud kaks
etteantud indeksitega
(a) rida;
(b) veergu.

3.7. Leida antud maatriksi
(a) peadiagonaali elementide summa;
(b) korvaldiagonaali elementide summa;

(c) peadiagonaalist allpool asuvate elementide summa.

3.8. Antud on m x n maatriks A. Koostada maatriks méotmetega
e mx (n—1),kuim#n,
o (m—1)xm,kuim=n,
mis saadakse maatriksist A
(a) peadiagonaali elementide kustutamisel;
(b) korvaldiagonaali elementide kustutamisel,

(c) juhuslikult valitud m elemendi kustutamisel.

3.9. Koostada maatriks, mis saadakse antud maatriksi
(a) 90° kraadi paripdeva poéramise teel;

(b) 90° kraadi vastupéeva pééramise teel.

3.10. Loetleda antud maatriksi elemendid ussimustrijéarjestuses, mis algab

(a) maatriksi vasakust {ilemisest nurgast suunaga paremale ning porkel
vastu maatriksi serva jatkab alati jairgmisest reast (kui see leidub) vas-
tassuunaliselt;

(b) maatriksi vasakust iilemisest nurgast suunaga alla ning pdrkel vastu
maatriksi serva jatkab alati jirgmisest veerust (kui see leidub) vastas-

suunaliselt.
01 2 3
Naiteks, maatriksi | 0 4 5 6 | elemendid ussimustrijarjestuses:
07 8 9

a) 0,1,2,3,6,5,4,0,0,7,8,9;
b) 0,0,0,7,4,1,2,5,8,9,6,3.
3.11. Loetleda antud maatriksi koik sadulpunktid.

(Maatriksi sadulpunktiks on sellise elemendi lahter, mis on oma véértuselt suu-
rim veerus ja vahim reas voi suurim reas ja vdhim veerus.)
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3.12. Antud maatriksi korral koostada 4-realine maatriks, milles iihe rea ele-
mentideks on antud maatriksi ithe diagonaali elemendid (iilemistest nurkadest
iilalt-alla ning alumistest nurkadest alt-iiles).

350 2 4 80

2
P asasa) (234
Naiteks, |1 6 4 2 6 1 5 3|=
79 1 5 2
308 3 3 9 91 08 1 3 2
4 31 2 5 707
3.13.

Leida antud maatriksi sellise rea number, mille elementide summa on vahim.

3.14. Leida antud maatriksi
(a) iilalt-alla diagonaalide summad;

(b) nende elementide summa, mis asuvad iilalt-alla diagonaalil.

33 4 35

. .14 0 4 3 2

Naiteks, maatriksi 791 5 2 korral on vastusteks
0 8 1 3 2

a) 7jal7(B3+0+1+3)ja(5+3+1+38);
b) 23 B34+0+1+3+5+3+98).

3.15. Leida antud maatriksi nende kahe rea numbrid, mille skalaarkorrutis on
vahim.

3.16. Antud m-realise maatriksi korral koostada m-realine tabel, mille i-ndas
reas on loetletud need maatriksi i-nda rea elemendid, mida selle maatriksi teistes
ridades ei esine (i =1,2,...,m).

3.17. Koostada maatriks, mis on antud maatriksi peegelduseks

(a) vertikaalse kesktelje suhtes;
(b) horisontaalse kesktelje suhtes.
3.18. Antud on maatriks ning selle mingi rea number i ja mingi veeru number

J, Koostada maatriks, mis on saadud antud maatriksist i-nda rea ja j-nda veeru
kustutamise teel.

3.19. Koostada maatriks, mis saadakse antud maatriksi ridade {ihe vorra {iles-
poole tsiiklilise nihutamise teel.

3.20. Loetleda antud maatriksi elemendid péripdeva (kahanevat) spiraali moo6-
da.

o1 2
Naiteks, maatriksi [0 4 5 korral on loeteluks 0,1,2,3,6,9,8,7,0,0,4,5.
0 7 8

O N W
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3.21.
Leida antud maatriksi suurima elementide kogusummaga

(a) iiks 2 x 2 alammaatriks ja selliste arv;

(b) ks alammaatriks ja selliste arv.

3.22. Koostada maatriks, mis on saadud antud maatriksist ridade sorteerimise
teel reasummade jargi mittekahanevalt.

3.23. Koostada maatriks, mis on antud ruutmaatriksi peegelduseks
(a) peadiagonaali suhtes;

(b) korvaldiagonaali suhtes.

3.24. Kontrollida, kas antud maatriksi peadiagonaal domineerib ridade iile, st
kas igas reas on peadiagonaali elemendi absoluutvaértus suurem kui ilejaanud
samas reas asuvate elementide absoluutvéértuste summa.

3.25.

Vaatleme “pikendatud diagonaale”, mis maatriksi dédre vastu porgates jatku-
vad vastavalt peegeldumisseadustele. Néiteks maatriksis mootmetega 3 x 5 nur-
gast (1, 1) algav diagonaal 14bib (pikendatuna) jarjest elemendid indeksitega (1, 1),
(2,2), (3,3), (2,4), (1,5), (2,4), (3,3), (2,2), (1,1).

Olgu antud maatriks, milles nii ridu kui ka veerge on vdhemalt 2. Leida koik
elemendid, mis paiknevad antud maatriksi vasakust {ilemisest nurgast algaval pi-
kendatud diagonaalil kuni esimese porkumiseni maatriksi vasaku darega.

Naiteks maatriksis

8§ 8 7 9 1
21 8 7 6
4 9 5 3 2
9 5 8 45
6 2 7 6 8
38 8 71
7 3 3 4 9
8 00 9 7

diagonaalteekond (pikendatud diagonaal) vasakust iilemisest nurgast tagasi
esimesse veerguon 8§, 1, 5,4,8,7,3,0, 7.

3.26.

Olgu antud arvude maatriks A. Koostada maatriks B, mille ridadeks on need
A read, mille kolmnurkarvulise indeksiga kohtadel asuvate elementide summa on
suurem kui iihegi eelmise rea kolmnurkarvulise indeksiga kohtadel asuvate ele-
mentide summa. Maatriksi B esimeseks reaks olgu A esimene rida. (Kolmnurkarv:
vt tilesanne 2.45.)
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Naiteks,

2 =3 1

2 3 4

A=11 4 -7

0 0 1

8 8 8

2 -3 1

B=12 3 4

8 8 8

3.27. Kontrollida, kas antud tdisarvude maatriksis leidub kaks vahetult teine-
teise all paiknevat rida, millest alumise koik arvud jaguvad vastavate iilemise rea
arvudega (sh null loetakse nulliga jaguvaks, nullist erinevad arvud ei jagu nulliga).

Niiteks,

00 0 O
maatriksis |0 1 2 3 | sellised read leiduvad,
0 2 4 12
1 3
L. 12 4 C .
maatriksis 3 s selliseid ridu ei ole.
4 8

3.28. Koostada ruutmaatriks, mille esimeseks reaks on antud jarjend, igaks
jargnevaks reaks aga eelmine rida tsiikliliselt iihe elemendi vorra paremale nihu-
tatult.

Niiteks,
1 2 3 4
4 1 2 3
2 3 4 1

3.29. Koostada ruutmaatriks, mille saab antud maatriksist kas vasakpoolse voi
iilemise sobiva laiusega riba eemaldamisel.

Naiteks,
1 2 3
456:>471§g. 13579:>79
7 8 9 521’ 0 2 4 6 8 6 8/
5 2 1

3.30. Olgu antud m x n maatriks A = (a;;) (m > 0,n > 0). Konstrueerida

(a) maatriks B = (b;;), mis on saadud maatriksist A peegeldusena horison-
taalse kesktelje suhtes;

(b) m x 2n maatriks C, mille i-ndaks reaks on maatriksite A ja B i-ndate
ridade konkatenatsioon a;; a; ...ai, bjt bip ... by, i=1,2,...,m.
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Naiteks,

1 2 3 4

A=12 3 4 6

3 4 70

34 70

B=[2 3 4 6

1 2 3 4
1 2 3 4 3 4 70
C=1[(2 3 4 6 2 3 4 6
347 01 2 3 4

3.31. Olgu antud maatriks A ja selle iihe elemendi indeksid i ja j. Koostada 4-
elemendiline jarjend b, milles on arv a;; ja A need elemendid, mis paiknevad antud
elemendi suhtes vertikaaltelje, keskpunkti ning horisontaaltelje suhtes siimmeet-
riliselt (selles jarjestuses).

AN O L J 0
~N NN B W
0 0\ R P~
- O W O O
N = 3O W W
O O A WU
L = L DN =
O = O = W

Kui i, j = 3,3, siis b = (8,3,

~

9).

3.32. Olgu antud maatriks A ja selle iihe, A iilemises vasakpoolses veerandis
asuva elemendi a;; indeksid i ja j. Koostada jérjend b, milles on jargmisel teekon-
nal esinevad arvud:

¢ antud elemendist g;; kuni temast vertikaaltelje suhtes siimmeetrilise elemendi-
ni;

e viimasest edasi kuni keskpunkti suhtes siimmeetrilise elemendini;
e viimasest edasi kuni horisontaaltelje suhtes siimmeetrilise elemendini;

o viimasest edasi kuni algse elemendini a;;.

Sama elementi koostatavasse jarjendisse korduvalt ei lisata.

Naiiteks:
8 57 95 6 1 4
8 54 9 3 51 3
Ao 7 4 8 4 9 3 2 1
52957 439
96 8 01 0 1 1
6 7 8 1 2 9 3 9
Kui i, j =3,3, siis b = (8,4,9,3,4,7,5,9)
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3.33. Koostada antud maatriksi keskmistes lahtrites olevate elementide jér-
jend.

Lahtrit loeme keskmiseks, kui temast reas vasakule ja paremale jddvate lahtrite
arvud erinevad iilimalt 1 vOrra ning ka temast veerus iiles ja alla jadvate lahtrite
arvud erinevad iilimalt 1 vorra. Koostatud jarjendi pikkuseks on antud maatriksi
keskmiste lahtrite arv.

Naiteks,
9 2 40
maatriksi [ 2 7 2 5| korral on tulemusjérjendiks (7,2);
309 8
21 6 5
- .5 4 3 0 e
maatriksi 2 0 9 8 korral on tulemusjérjendiks (4,3,0,9);
1 1 6 9
2 56
maatriksi [ 7 9 2| korral on tulemusjérjendiks (9).
1 4 3

3.34. Koostada antud maatriksi koik peadiagonaaliga samasihilistel diagonaa-
lidel olevate elementide jarjendid, vasakpoolseimast diagonaalist parempoolsei-
mani.

Naiteks:
1 2 3 4

7 | korral on tulemusjarjenditeks
8

—_—
w
(9]

maatriksi

)
N
[@)

maatriksi korral on tulemusjarjenditeks

B W=
o Bo NN N )
S O N W

4)
3,8)
2,6,0)
1,4,9)
2,6)

Py

3)

3.35. Antud on m x n maatriks A ja indeksijarjendi (1,2,...,m) osajirjend I.
Koostada maatriks B, kuhu on v6etud maatriksi A need read, mille number ei
leidu antud jarjendis 1.
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Naiteks,
9 2 4
maatriksi A = i’ (2) g jal=(2,3) korral B= (g i 2),
2 4 6
1 359
maatriksiA= (6 7 8 9|jal=(1,3)korralB=(6 7 8 9).
9 0 8 7

3.36. Paigutada antud jarjendi elemendid tabelina nii, et tabeli veergude arv
oleks vordne ridade arvuga ja voimalikult véike. Tabel tuleb tdita ridade kaupa
(vasakult paremale, tlalt alla) jarjendi elementidega nende jarjestust muutmata.
Kui massiivi elemendid saavad otsa, voivad tabeli viimased read lithemaks voi

tiihjaks jaada.
Naiteks,
5 31
(5,3,1,3,5,6)= (3 5 6];
1 2 3
(1,2,3,4,5,6,)= (4 5 6];
7
9 8 7 6
(9,8,7,6,5,4,3,2,1,0) = ? 3 32

3.37. Leida antud téisarvude maatriksi peadiagonaali (st {ilemisest vasakust
nurgast algava diagonaali) elementide korrutis.
Niiteks,

A~ N B

123 4
B_<5678>

Maatriksi A peadiagonaali elementide korrutis on 8, maatriksi B peadiagonaali
elementide korrutis on 6.

—_— W N
O W — W

9

3.38. Maatriksi ridadeks on paarikaupa erinevad reaalarvukolmikud. Iga kol-
miku esimesed kaks arvu mééravad tasandile joonestatud ruudu keskpunkti, kol-
mas arv aga on selle ruudu kiiljepikkus. Ruutude kiiljed on r66biti koordinaattel-
gedega. Ruudud voivad (osaliselt) kattuda ning moni piirkond tasandil vo6ib olla
kaetud kahe-, kolme- ja enamakordselt.

Leida ruutudega kaetud tasandiosa pindala.

3.39. Antud maatriksis asendada iga element tema naabrite summaga.
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1 2 3 6 9 8

45 6 13 20 17
Naiteks, | ;¢ g 17 23 15
5 21 9 14 11

3.40. Koostada antud maatriksi
(a) reasummade jérjend;
(b) veerusummade jarjend;

(c) pea- ja korvaldiagonaali summade (kahe-elemendiline) jarjend.

3.41. Leida antud maatriksi tihedus, st nullist erinevate elementide esinemis-
sagedus protsentides.

11 1 0 3
Niiteks maatriksi { 0 43 0 6 | tiheduson 58,3% (nn horedus siis 41,7%).
37 00

3.42. Antud ruutmaatriksis asendada nulliga need allpool peadiagonaali aset-
sevad elemendid, mis vorduvad vastava peadiagonaali suhtes siimmeetrilise ele-
mendiga.

11 1 22 5 11 1 22 5

" 0 43 7 6 0 43 7 6
Naiteks, 1 07 8 9 = 10 8 9
5 6 5 61 0 0 5 6l

3.43. Kontrollida, kas kaks antud maatriksit on vordsed.

3.44. Antud maatriksis vahetada (kui véimalik) ridu selliselt, et peadiagonaa-
list iilevalpool oleksid ainult nullid.

05 3 0 100 0
00 0 20 0 0
Naiteks, | o ¢ 4| = |0 5 3 o0
200 0 7 0 8 4

3.45. Antud on maatriks A ja téisarv k.
Veerud maatriksis A nihutada tiikliliselt |k| kohta

e paremale, kui k > 0;
e vasakule, kui k < 0.

Naiteks, maatriksi

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25
26 27 28 29 30
31 32 33 34 35
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veergude nihutamisel k = 2 kohta saadakse

4 5 1 2 3
9 10 6 7 8
14 15 11 12 13
A=119 20 16 17 18
24 25 21 22 23
29 30 26 27 28
34 35 3 132 33

3.46. Sorteerida elemendid antud m x n maatriksis a. Sorteeritud maatriksis on
iga rida sorteeritud mittekasvavalt ja a;_1,—1 < a9, iga i korral, i=1...m—1.

3.47. Antud bitimaatriksis leida rida, milles on koige rohkem iihtesid.

3.48. Antud m x n maatriksis a vahetada pea- ja korvaldiagonaal. (Peadiago-
naalil on i-s element a; ;, kbérvaldiagonaalil aga a;,—1—;, i =0,1,...m—1.)
Naiteks maatriksi

11 1 0 3
0 43 0 6
37 00

pea- ja korvaldiagonaali vahetamisel saadakse maatriks

31 0 11
0 0 43 ©
30 7 O

3.49. Antud ruutmaatriksis vahetada iilemine ({ilalpool peadiagonaali asuv)
kolmnurkmaatriks alumise kolmnurkmaatriksiga.

2 6 5 8 2 9 2 9

. 9 3 6 7 6 3 1 1
Naiteks, ’ 1 0 8 = 560 1
9 1 1 2 8 7 8 2

3.50. Koondada antud maatriksis koik veerud
(a) alla;
(b) tles.

Iga veerg koondatakse kui vastav jarjend kas paremale (juhul a) voi vasakule (ju-
hul b). Jéarjendi koondamine: vt {ilesanne 2.73.
Niiteks, maatriks

AW w o
(=l el
O = O O O
SO B~ W N =
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pérast iiles koondamist :

131 1 1
6 0 0 2
6 0 0 3
0 0 0 4
0 0 0 O

3.51. Loeme m x n maatriksi réhtvooks
e selle maatriksi rea indeksiga m /2 (st keskmise rea), kui m on paaritu,
e selle maatriksi read indeksitega |m/2] ja [m/2], kui m on paarisarv;
plistvodks aga loeme
e selle maatriksi veeru indeksiga n/2 (keskmise veeru), kui » on paaritu,
e selle maatriksi veerud indeksitega |n/2] ja [n/2], kui n on paarisarv.

Arvutada antud maatriksi rohtvoo elementide summa r ja piistvoo elementide
summa p, ning juhul r < p transponeerida see maatriks.
Naiteks, maatriksi

0 1 01
13 0 0 2
300 3
301 4
6 0 0 O

korral » = 6 ja p =2 ning transponeerida ei tule.

3.52. Antud on maatriksid A ja B.
Konrollida, kas B = A’ (st kas B on transponeeritud A).

3.53. Antud bitimaatriksis leida (kui voimalik)
(a) suurim alammaatriks, mille igas nurgas asub 1;

(b) suurim ainult nullidest koosnev alammaatriks.

3.54. Koostada bitimaatriks, milles on antud arv (m) ridu ja antud arv (n)
veerge ning iga ring selles maatriksis on kas ithtede ring v6i nullide ring, kusjuures
iihtede ja nullide ringid paiknevad vaheldumisi.

(Siin: ringi maatriksis moodustavad alammaatriksi d4relahtrid, mis paiknevad
maatriksi vastavatest dértest iihel ja samal kaugusel.)

Naiteks,
11 1 11
. o . 1 0 0 01
m = 4 ja n = 5 korral koostakse (kaheringiline) maatriks L oo o 1l
11 1 11
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11111111
1 000 0O0O0O11
1 o1 1 11 01
m =7 jan = 8 korral aga neljaringiline maatiks [1 0 1 0 0 1 0 1
1 01 1 1 1 01
1 000 0O0O0O11
11111111

3.55. Antud bitimaatriksis leida suurim ruut-alammaatriks,
(a) mille vélimine ring (d4re-elementide hulk) koosneb ainult {ihtedest;

(b) mis koosneb ainult tthtedest.

1 110 1 1 11
1 01 1 1 1 01
1 o1 1 11 01
Naiteks, maatriksis [ 1 0 1 0 0 1 0 1| paikneb selliste alammaat-
1 01 1 1 1 01
1 000 0O0O071
1111 11 11

riksite vasak iilemine nurk teise rea kolmandas veerus: 4 x 4 alammaatriks juhul
a) ja 2 x 2 alammaatriks juhul b).

3.56. Antud on maatriks A ja tdisarv k.

Iga elementide ring maatriksis a nihutada tiikliliselt |k| kohta
e péripédeva, kui k > 0;
e vastupéeva, kui k < 0.

Naiteks, maatriksi

11 12 13 14 15
A=1]16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
26 27 28 29 30
31 32 33 34 35

ringide nihutamisel k = —3 kohta saadakse

4 5 10 15 20
3 14 19 24 25
2 9 13 29 30
A=]11 8 18 28 35
6 7 23 27 34
11 12 17 22 33

16 21 26 31 32
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3.57. Antud bitimaatriksis leida nende iihtede arv, mis on ainsad oma reas ja
oma veerus.

3.58. Kontrollida, kas antud maatriksis leidub rida, mille summa vordub selle
reaga sama numbriga veeru summaga. Naiteks, maatriksi

31 2 11
00 3 6
5 0 17 0

korral on vastus jaatav, sest nii viimase (kolmanda) rea summa kui ka eelviimase
(kolmanda) veeru summa on 22.

3.59. Antud m x n (m,n > 3) maatriksis leida suurima summaga 3 x 3 alammaat-
riks.
Naiteks, maatriksis

9 -1 8 4 2 7 3
5 -1 9 2 3 0 3
A=]0 3 0 5 8 8 2
0O 1 1 7 8 3 2
2 0 59 6 7 4

5 8 8

on suurima summaga 3 x 3 alammaatriksiks [ 7 8 3| {ilemise vasaku nurga
9 6 7

indeksitega (2,3) maatriksis A.

3.60. Antud naturaalarvu k ja m x n (m,n > k) maatriksi A korral koostada A
koikide k x k alammaatriksite summade maatriks.

Naiteks, k = 3,
1 11 1 1 1 1
2 2 2 22 20
A=13 3 3 3 3 0f;
4 44 4 4 4 0
55 5 5 5 50

28 48 38 33
maatriksi A 3 x 3 alammaatriksite summad on | 67 87 47 38
126 76 36 24

3.61. Antud bitimaatriksi B korral leida (kui voéimalik) selline indeks k, mille
korral
° Bk,k =0 voi Bk,k =1;
e reas indeksiga k on koik elemendid (peale By ;) nullid;

¢ veerus indeksiga k on koik elemendid (peale By ) iihed.
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1 11 0 1 1 1 1
1 01 11101
1 01 11 101
Naiteks, maatriksi [1 0 1 0 O 1 O 1| korralindeks k=>5.
1 01 1 1 1 0 1
00 0O0O0O0OTO0OODO
11 1 1 1 1 1 1

3.62. Antud bitimaatriksis

e iga rida, milles vdhemalt iihe elemendi véartus oli iiks, muuta iihtede

reaks;
e igaveerg, milles vihemalt iihe elemendi vaéartus oli iiks, muuta iihtede
veeruks.
0 00 0O 1 01 01
. .11 0 1 0 0 11 1 1 1
Naiteks, maatriksi 0000 0 korral on tulemuseks L0101
0 00 01 1 1 1 11
3.63. Loetleda arvud, mis esinevad antud tdisarvumaatriksi igas veerus.
1 11 1 1 1 1
2 4 5 22 40
Naiteks, maatriksi | 3 3 3 3 3 4| igas veerus esinevad 1, 3 ja 4.
4 4 4 4 0 0
5 1 1 3 53

3.64. Kontrollida, kas antud maatriks on Toeplitzi maatriks.

3.65. Antud bitimaatriksis leida koik teed kujul
00...0
0
o,
kus alumine O (tee algus) asub maatriksi viimasel real ja parempoolne 0 (tee 16pp)

asub maatriksi paremas déres. Minimaalseks teeks oleks viimase rea 16pus asuv 0.
Naiteks, maatriksis

(=l elelNe)
- o o O

0
1
0
1

(= =)
o O O O
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leidub 7 sellise kujuga teed:

(e
(e

0—
0—
0 0—
0 0—

(I T

(=l elele)
(e
(e

3.66. Leida, mitu rida antud maatriksis on rangelt sorteeritud, st on kas rangelt
kasvav voi rangelt kahanev.
3.67. Kontrollida, kas antud bitimaatriks on siimmeetriline oma
(a) horisontaaltelje suhtes;

(b) vertikaaltelje suhtes.

3.68. Antud maatriksis paigutada elemendid imber selliselt, et
e iga rida oleks sorteeritud mittekahanevalt;
e iga veerg oleks sorteeritud mittekahanevalt;

e molemad (iilalt-alla) diagonaalid oleksid sorteeritud mittekahanevalt.

0217 0 0 0 1
Naiteks, |4 5 6 0|=[2 2 3 4
30 2 8 5 6 7 8

3.69. Esitada tabelina arvujirjendi kdik (mittetiihjad)
(a) alamjarjendid;
(b) osajarjendid.

Naiteks, jarjendi (1.0,—3.2,6.63)

1.0
-3,2
a) mitteiihjade alamjérjendite tabel: 6.63 ;
1.0 =32
—-32 6.63
1.0 -32 6.63
1.0
-3,2
6.63
b) mitteiithjade osajirjendite tabel: | 1.0 —3.2
1.0 6.63
—-32 6.63

1.0 -32 6.63



42 3. MAATRIKSITE TOOTLEMINE

3.70. Maatriksi osanelikuks nimetame maatriksi mingi rea v&i mingi veeru voi
peadiagonaali voi korvaldiagonaali (paremast iilemisest nurgast) igat neljaele-
mendilist osajarjendit. Osanelikuid ei ole maatriksis, milles ridu ja veerge on alla
nelja.

Leida antud arvumaatriksi kdige suurema (oma elementide) korrutisega osa-
nelik.

Naiteks,

maatriksis
74 65 29 32 03 —-09 0.6

40 60 25 62 04 -86 7.0
04 57 19 52 85 71 -04
7.1 35 34 50 15 42 7.2
47 75 34 78 72 —-64 24
26 38 36 00 3.1 838 8.6

on koige suurema korrutisega (3438.9) osanelikuks eelviimase veeru osajarjend
(—8.6,7.1,—6.4,8.8),
maatriksis
74 65 29 32 03 00 0.0

40 60 25 00 04 -86 7.0
00 57 19 52 85 71 —-04
71 35 00 50 00 42 72
47 75 34 78 72 64 24
26 00 36 00 3.1 88 8.6

aga peadiagonaali osajérjend (7.4,6.0,7.2,8.8) (korrutisega 2813.184).
3.71. Leida antud maatriksi vihim element ja suurim element.

3.72. Leida ruutjuur antud naturaalarvulise maatriksi elementide summast,
iimardatuna naturaalarvuks.
3.73. Poorata antud ruutmaatriksis diagonaale iiks kord
(a) péripéeva;
(b) vastupéeva.

Naide, diagonaalide paripdeva péoramise rakendamine kaks korda jarjest:

7 2 -1 1 1 52 -1 17 2 2 -1 15
6 6 6 8 9 6 2 6 6 9 6 6 6 2 9
71 9 5 4|(=1|7 1 9 5 4(=1|7 1 9 5 4
02 8 6 9 06 8 8 9 08 8 6 9
51 3 2 2 21 3 21 11 3 27

3.74. Antud on muutuva pikkusega ridadega tabel - jérjendite jarjend. Leida
mittetiihjades ridades esimesel kohal olevate arvude korrutis. (Null teguri korrutis
loetakse vordseks arvuga 1.)

Niiteks, tabeli
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(
(2,3,11),
(s
(5,4),
(2,20),

)

korral on selliseks korrutiseks arv 20 (saadakse kui 2-5-2).

3.75. Mootmetega m x n (m,n > 4) maatriksi siidamikuks nimetame selle voi-
malikult keskel asuvat vdiksemat (enamasti samades proportsioonides) alammaat-
riksit méotmetega m’ = f(m),n’ = f(n), kus f(x) on funktsioon siidamiku méétme
arvutamiseks sisaldava maatriksi vastatava mootme jargi.

Néide (kui f(9) =3, f(12) =4):

1 23 45 6 7 89
2 23 45 6 7 89
3 23 45 6 7 89
4 2 3 45 6 7 8 9
5 23 45 6 7 89
3 ; ; i g g ; 2 g — stidamiku elemendid allakriipsutatud.
8 2 3 4 5 6 7 8 9
9 2 3 45 6 7 8 9
10 2 3 456 7 89
11 2 3 4 5 6 7 8 9
12 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) Satestada funktsiooni f arvutamise eeskiri (f(x) vdartusteks voiksid

olla niiteks f(5) =1, £(6) =2, £(9) =3, £(10) =2, f(11) =3, f(12) =

vimt).
(b) Nullida antud maatriksi siidamiku elemendid.

Siidamiku nullimise niide:

1 111 1 1 1 2 7 8 1 111 1 1 1 2 7 8
2 4 5 22 4 9 3 7 8 2 4 5 22 4 9 3 7 8
3 13 3 33 45 4 3 7 8 N 3 133 0 0 0 3 7 8
3 3 3 31 3 2 3 7 8 33 3 0 00 3 7 8
4 4 4 4 9 9 5 7 8 4 4 4 4 9 9 5 7 8
551 1 3 5 3 4 7 8 551 1 3 5 3 4 7 8

3.76. Antud on bittide ruutmaatriks ja selle {ihe lahtri indeksid. Maatriksi an-
tud lahtris asub sipelgas, kes voib mo6da maatriksit liikuda jargmisel viisil. Kui
lahtris, kus sipelgas asub, on bitt 0, siis muudab sipelgas selle bitiks 1, poorab
ennast vasakule ja liigub iihe sammu edasi naaberlahtrisse. Kui lahtris on 1, siis
muudab sipelgas selle bitiks 0-ks, poordub paremale ja liigub jille sammu edasi.
Kui sipelgas ldheb oma sammuga maatriksis "iile dare", siis ilmub ta vastasservas
maatriksisse tagasi. Alguses on maatriksi kdik elemendid nullid.
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Leida {ihtede protsent maatriksis parast seda, kui sipelgas on teinud etteantud

arvu samime.

Tabel 1: Moned linnadevahelised kaugused

Lo
E g} s o % g ‘E

[25) I N Z [aW ot ] ] >3 > >
Elva 0 267 308 211 156 152 216 27 60 70 75
Haapsalu |267 0 155 314 111 203 101 258 254 199 310
Kuressaare | 308 155 0 429 152 313 216 330 295 249 351
Narva 211 314 429 0 299 116 212 184 271 265 252
Parnu 156 111 152 299 0 183 129 178 143 97 199
Rakvere 152 203 315 116 183 0 99 126 212 151 193
Tallinn 216 101 216 212 129 99 0 189 252 161 257
Tartu 27 258 330 184 178 126 189 0O 8 73 68
Valga 60 254 295 271 143 212 252 87 0 91 71
Viljandi 70 199 249 265 97 151 161 73 91 0 128
Voru 75 310 351 252 199 193 257 68 71 128 0

3.77. Tabeli 1 andmetel

(a) kontrollida, kas iga linna kaugus iseendast on 0;

(b) kontrollida, kas kaugus suvalisest linnas mingisse teise on sama, mis
sealt tagasi;

(c¢) kontrollida, kas suvalisest linnast teise linna on otsetee alati lithem kui
labi mingi suvalise kolmanda linna;

(d) leida, millise kahe erineva Eesti linna vahel on vahemaa k&ige vaik-
sem;

(e) leida, millise kahe erineva Eesti linna vahel on vahemaa koige suurem;
(f) leida linn, mille maksimaalne kaugus teistest on minimaalne;

(g) leida linn, millel on enda ldhinaabruses (vihem kui 100 kilomeetrit)
koige rohkem naabreid;

(h) leida linn, millel on enda kaugnaabruses (rohkem kui 200km ja vihem
kui 300 km) koige rohkem naabreid;

(i) leida, millisest linnast millisesse saab minna 1&bi mingi kolmanda nii,
et kogukilometraaz oleks vihim;

(j) teatava vesinikautoga saab tankimata soita x kilomeetrit; sellele s&i-
dukile sobivad tanklad asuvad vaid tabelis 1 toodud linnades; leida,
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)

&y

millise vihima tankimiskordade arvuga saab séita iihest antud linnast
teise antud linna;

leida, milline peaks olema vesinikuauto tankimata s6éidu vahim pikkus
x, mille korral 6nnestuks selle auto abil igast linnast saada igasse teise
(vajadusel vahetankimistega);

Eesti Kergejoustikuliit (EKJL) tahab korraldada iihes neist linnadest
voistlused; sealjuures peab EKJL rahastama igast linnast voistluseks
valitud linna séitva ithe bussi s6idu voistlusele ja tagasi; leida, mil-
list linna EKJL-le soovitada, kui eesmérk on vihima busside kogukilo-
metraazi saavutamine.



4., Rekursiivne tootlemine

Kiesolevas jaotises esitatakse rida iilesandeid, millest 1dhtudes sobib koostada re-
kursiivseid lahendusi ndudvaid programmeerimisiilesandeid. Nendes tuleb mui-
dugi sdtestada mitmesuguseid erindudeid. Naiteks: keelata meetodivéliste (staati-
liste) muutujate kasutamine, nduda kas unaarse voi binaarse voi muu asjakohase
rekursiooniskeemi rakendamist, tarbetu ebaefektiivsuse véltimist jmt. Vt ka viima-
ses, lisajaotises toodud rekursioonitehnika metoodilist juhendit.

4.1. Leida antud arvujérjendi elementide
(a) summa;

(b) miinimum.

4.2. Leida (kui vbéimalik) antud arvujarjendis ({iks) arv, mis asub vahemikus
(0;1).
Naiteks, jarjendis (1.0,0.7,0.0,—0.9,0.3) on selliseks arvuks kas 0.7 v6i 0.3.

4.3. Leida summa antud téisarvujirjendi elementidest, kus paarisarvulise viar-
tusega elemendid on véetud iihekordselt ja paarituarvulise viirtusega elemendid
kahekordselt.

Naiteks, jarjendi (2, 8, 3, 7, 10) korral on selliseks summaks 40.

4.4. Leida antud arvujérjendi positiivsete elementide kuupide summa.
Naiteks, jarjendi (2.0,1.5,—18.0) positiivsete elementide kuupide summa on
11.375.

4.5. Leida antud arvujarjendi elementide kahekaupa korrutiste summa, kus
esimene korrutatakse viimasega, teine eelviimasega, kolmas 16pust kolmandaga
jne. Paaritu arvu lilkmete korral keskmine element ainult liidetakse.

Naiteks, jarjendi (1, 2, 3, 4, 5) korral on selliseks summaks 16 (=1-5+2-4+3).

4.6. Leida selline summa antud arvujdrjendi elementidest, kus esimene ele-
ment vOetakse iihekordselt, teine kahekordselt jne.

Naiteks, jarjendi (2, 5, 0, 1, 3) korral on selliseks summaks 31 (=1-242-5+
3:0+4-1+5-3).

4.7. Leida antud arvujérjendi nullist erinevate elementide korrutis.
Naiteks, jarjendi (0.0, 4.0, 2.7) nullist erinevate elementide korrutis on 10.8.
4.8. Antud arvujarjendis a = (ag,ay,...,a,)

(a) vahetada igas naabritepaaris paariliikmete vaartused (kui jarjendis on
paaritu arv elemente, siis viimase elemendi vaartus jadb muutmata);

(b) loendada erimérgiliste lilkmetega naabritepaarid;

(c) vahetada igas naabritepaaris paariliilkmete vairtused ja iihtlasi loen-
dada erimérgiliste lilkmetega naabritepaarid.
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(Arvestada, et naabritepaari esimene liige on paarisarvulise indeksiga jarjendis a.)
Naiteks,

(juht a) (—=5,—4,—1,4,—2,0,—8) = (—4,—5,4,—1,0,—2,—8);

(juht b) jérjendis (10,—10,—10,21,—-21,3,3,7) on 3 eriméargiliste liikmetega paari.

4.9. Antud jarjendi a elemendid jaotada kahte jarjendisse b ning c, vottes va-
heldumisi elemente jarjendist a.
Naiteks, jarjendist a = (1,2,3,4,5) saadakse b = (1,3,5) ja c = (2,4).
4.10. Leida jarjestikuste nullide arv antud téisarvujarjendi
(a) alguses;
(b) 16pus.

4.11. Antud on naturaalarv n. Loetleda koik n-elemendilised bitivektorid.

4.12. Antud on naturaalarv n. Loetleda ko6ik n-elemendilised bitivektorid, mis
algavad bitiga 0 ja ei sisalda naabrite paari 11.
Naiteks,

e n =1 korral leidub ainult iiks bitivektor
0

e n =2 korral — bitivektorid

00
01

e n = 5 korral - bitivektorid

00000
00001
00010
00100
00101
01000
01001
01010

4.13. Antud naturaalarvu n korral
(a) loendada,
(b) loetleda leksikograafilises jérjestuses
n-elemendilised bitivektorid, mis algavad bitiga 1 ja ei sisalda naabrite paari 00.

4.14. Antud naturaalarvude n ja k < n korral loetleda k&ik pikkusega n bitivek-
torid, milles on k iihte.
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4.15. Antud on naturaalarvud n ja m(m < 10). Loetleda koik n-kohalised arvud,
mis on moodustatud numbritest 0,...,m.
Naiteks, n=2 ja m = 2 korral saadakse loetelu 00,01,02,10,11,12,20,21,22.

4.16. Antud on naturaalarvude jirjend a. Sellele vastav aritmeetiline avaldis
saadakse kui a elementide rida, milles arvude vahele on pandud mingi binaarse
tehte mérk.

Naiteks moned jéarjendist a = (2,12,5,2) saadavad aritmeetilised avaldised:

2+12+5+42
2-12-5+2
2+12%5-2
2%12%5-2.
Loetleda ké&ik jarjendist a saadavad aritmeetilised avaldised, mille vadrused
kuuluvad etteantud 16iku [x;y], kui lubatud on binaarsed tehted
(@) +ja—;
(b)) +, —ja=*.
Naiteks, 16igu [—15;15] ja iilaltoodud néitejérjendi korral leitakse (juhul b):
2+12-5+2 = 11
2+12-5-2 =7
2+12-5%2 = 4

2-12+5+2 = -3
2-12+5-2 = -7

2-12+5%2 = 0
2-12-5+2 = -13
2%12-5%2 = 14

4.17. Antud naturaalarvude jarjendi a ja arvu s korral
(a) loendada,
(b) loetleda

aritmeetilised avaldised, mille vaartuseks on s ja mis on esitatud jérjendi a arvuga
0 eest tdiendatud mingi osajirjendi arvude reana eraldajat '+’ v6i '’ kasutades.
Naiteks, a = (2,6,3,5) korral leidub
4 avaldist summaga s = 6:

0+6
0+24+6+3-5
0-243+5
0-2+6—-3+5

ja 5 avaldist summaga s = 0:
0
0+243-5

0+24+6-3-5
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0-2-3+5
0-2-6+3+45.

4.18. Antud n korral leida koigi n-kohaliste arvude summa, mis algavad numb-
riga 3 ja mille iga jirgnev number on kas 3 v6i 7.

Niiteks,
n = 2 korral on selliste arvude (33 ja 37) summaks 70,
n =5 korral aga on selliste arvude summa 11377760.

4.19. Antud on naturaalarvud n ja k. Loendada voimalused esitada arv n k
positiivse tdisarvu summana, st leida erinevate jarjendite (py,pa,...,px) arv, kus
pi>0,i=12,...;kjapi+p2+...+pr=n,

Naiteks,

n =15 ja k =2 korral on 4 voimalust (vastavad liidetavate jarjendid on

(1,4), (2,3), (3,2) ja (4,1));

n=>5 ja k =3 korral on 6 voimalust (vastavad liidetavate jarjendid on

(1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), (2,2,1) ja (3,1,1)).

4.20. Antud on naturaalarv n. Loetleda arvude (indeksite) 0,1,...,n— 1 permu-
tatsioonid
(a) kui kordused ei ole lubatud;
(b) kui kordused on lubatud.

Naiteks, n = 3 korral on loeteluks (juhul a) arvude 0, 1,2 kordusteta permutatsioo-
nid

0, 1, 2
0, 2, 1
1, 0, 2
1, 2,0
2, 0,1
2, 1,0
Kui n =2, siis (juhul b) arvude 0, 1 kordustega permutatsioonid on
0,0
0, 1
1, 0
1, 1

4.21. Koostada antud naturaalarvude jarjendi permutatsioonide hulk.

Naiteks, jarjendi (1,2,3,2) permutatsioonide hulgaks on {(2,2,3,1), (2,3,2,1),
(2,3,1,2), (3,2,2,1), (3,2,1,2), (3,1,2,2), (2,2,1,3), (2,1,2,3), (2, 1,3,2), (1,2,2,3),
(1,2,3,2), (1,3,2,2)}.

4.22. Antud on tdisarvud n ja k (0 < k < n). Loetleda arvude (indeksite)
0,1,...,n— 1 kombinatsioonid k kaupa
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(a) kui kordused ei ole lubatud;
(b) kui kordused on lubatud.

Naiteks, n = 5, k = 3 korral on loeteluks (juhul a) arvude 0,1,2,3,4 kordusteta
kombinatsioonid kolme kaupa:

[
N

NRPRRPRRERPOOOOOO
W W NN WNNR R
B W b wkw

Kui n =4 ja k = 3, siis (juhul b) arvude 0,1,2,3 kordustega kombinatsioonid
kolme kaupa:

WNNNRFRFRPRRPRPRPRPRPPOOOOOOOOOO
WWNNWNNRREPFRFEPWNNRRREOOOO
WWWNWWNWNREREWWNWNREREWNRE O

4.23. Antud arvujérjendi ja arvu s korral
(a) leida (kui voimalik) iiks summaga s osanelik (neljaelemendiline osa-
jarjend);
(b) loetleda kéik summaga s osanelikud (neljaelemendilised osajirjen-
did).



4. REKURSIIVNE TOOTLEMINE 51

Naiteks,
jarjendi (2,7,4,0,9,5,2,3) summaga 20 osanelikuteks on

(2,7,9,2),

(2,4,9,5),

(7,4,0,9),

(4,9,5,2).

4.24. Loetleda koik hulgad, mida saab moodustada antud jérjendi elementi-
dest.

Niiteks, jarjendi (2,1,2,3,1,2,0,0,3) elementidest saab moodustada jargmised
hulgad:

{}.{0},{0,1},{1},{0,2},{2},{0,1,2},{0,3},{1,2},

{3},{0,1,3},{1,3},{0,2,3},{2,3},{0,1,2,3},{1,2,3}.

4.25. Loetleda antud jérjendi koik erinevad osajarjendid (st leida osajérjendite
hulk).

Naiteks, jarjendi (1,1, 1,3) erinevad osajérjendid on

1,1,1,3),01,1,3),(1,3),(3), (1,1, 1), (1, D, (1), O.

4.26. Antud on unikaalsetest elementidest koosnev jirjend a. Leida jérjendi a
elementide kéikvoimalikud jaotused kahte rithma (kahte jérjendisse), kusjuures
kummagi riihma elemendid séilitavad oma jarjendis a oleva jérjestuse.

Niiteks, jarjendi a = (1,2,3) jaotused kahte rithma:

4.27. Leida antud jérjendi jaotused etteantud arvuks rithmadeks — mittetiihja-
deks jérjestikusteks alamjérjenditeks.
Naiteks, jarjendi (1,2,3,4,5) jaotused kolmeks riihmaks:
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4.28. Leida antud arvujarjendi jaotus mittetiihjadeks mittekahanevateks jarjes-
tikusteks alamjarjenditeks.

Naiteks,
arvujarjend (24,28,44,35,40,27,31,31,46,29,52,20,30) jaotub mittekahanevateks
alamjérjenditeks (24,28,44), (35,40), (27,31,31,46), (29,52) ja (20,30).

4.29. Leida antud jarjendi kodikvoimalikud jaotused riihmadesse — mittetiihja-
deks jérjestikusteks alamjérjenditeks.
Naiteks, jarjendi (11,12,13,14) kéikvéimalikud jaotused:
11,12,13,14)
)(12 13,14)
1,12)(13,14)
1,12,13)(14)
)(12)(13,14)
)(12,13)(14)
1,12)(13)(14,)
)(12)(13)(14).

4.30. Leida antud arvujérjendi koik teisendid, mis saadakse selle monede nul-
list erinevate elementide asendamisel vastandarvudega. Uheks teisendiks lugeda
ka antud jarjend ise.

Niiteks,

jarjendi (1,2,0) teisenditeks on (1,2,0), (1,-2,0), (—1,2,0) ja (—1,-2,0).

(
(1
(1
(11,
(11
(11
(1
(11

4.31. Loetleda (nummerdatult) antud naturaalarvu n koik lahutused liidetava-
teks 3 ja 5.

Naiteks, arvu 18 liidetavateks saavad olla

1) 333333

2) 3555

3) 5355

4) 5535

5) 5553

4.32. Antud on naturaalarvud m ja x. Loendada véimalused esitada arv m sum-
mana positiivsetest liidetavatest, mis pole suuremad kui x ja kus liidetavad on
suuruse jarjestuses. Teisisonu, tuleb leida erinevate mittekahanevalt sorteeritud
jarjendite arv, mille elemendid on poolldigust (0; x] ja nende elementide summa
on m.

Naiteks,

m =4 ja x =2 korral on vastuseks 3 (vastavad liidetavate jarjendid on

(1,1,1,1), (1,1,2) ja (2,2));

m =7 jax =3 korral on vastuseks 8 (vastavad liidetavate jérjendid on

(1,1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,2), (1,1,1,2,2), (1,2,2,2), (1,1,1,1,3), (1,1,2,3),
(2,2,3)ja (1,3,3)).
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4.33. Antud on naturaalarvud » ja k. Loendada jirjendid, mille elemendid on
hulgast {1,2}, elementide summa on » ja ei 1 ega 2 esine iile k korra.

Naiteks,

n =4 ja k =2 korral on vastuseks 4 (vastavad liidetavate jarjendid on (1,1,2),
(1,2,1), (2,1,1), (2,2));

n =15 ja k=2 korral on vastuseks 3 (vastavad esitused on (1,2,2), (2,1,2),
(2,2,1)).

4.34. Jarjendina on antud teatud kaupade hinnad eurodes. Loendada kaupade
sellised valikud (igast kaubast mitte rohkem kui iiks eksemplar), mille korral vali-
tud kaupade koguhind ja valimata jdédnud kaupade koguhind ei erine teineteisest
rohkem kui 2 euro vorra.

Naiteks, hindade (1,2,3,4,5) korral on selliseid valikuid 6 (vastavad komplek-
tid on (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (2,5), (3,4) ja (3,5)).

4.35. Antud on naturaalarv s. Loetleda koik sellised naturaalarvulised mitteka-
hanevalt sorteeritud jérjendid, mille elementide summa on s.
Niéiteks, summa s = 4 annavad jarjendid (1,1,1,1), (1,1,2), (1,3), (2,2), (4).

4.36. Antud on naturaalarvud m ja x.

(a) Loendada voimalused esitada arv m summana erinevatest liidetava-
test, mis ei ole vdiksemad kui x, ja kus liidetavad on jérjestatud kasva-
valt.

(b) Loetleda kéik sellised naturaalarvulised, kasvavalt sorteeritud jarjen-
did, mille elemendid on paarikaupa erinevad, ei ole vdiksemad kui x
ning mille summa on m.

Naiteks,

m =3 jax =1 korral on tulemuseks jarjendid (1,2) ja (3),
m=29 jax=2korral (2,3,4), (2,7), (3,6), (4,5) ja (9).

4.37. Loetleda antud jarjendi koik mittetithjad alamjérjendid.
Naiteks,
jérjendi (1,—2,3) alamjérjenditeks on (1), (1,-2), (1,-2,3), (=2), (=2,3), (3).

4.38. Antud jarjendi korral
(a) loetleda,

(b) loendada

koik selle mittetiihjad osajérjendid.
Niiteks, jarjendi (1,—2,3) osajdrjendite loeteluks on (1), (1,-2), (1,-2,3),
(1,3), (—2), (—2,3), (3) ja loendamise tulemuseks 7.

4.39. Loendada vdimalused valida antud jérjendist 0 v&i enam elementi nii, et
kui valitud elementidest moodustada uus jirjend elementide jirjestust muutmata,
siis uue jarjendi iikski kaks jarjestikust elementi poleks vordsed.
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Naiteks, jarjendi (1,2,3) korral on 8 voimalust (sobivate valikute indeksite
jérjendid on (0,1,2),(0,1),(0,2),(0),(1,2),(1),(2),()); jarjendi (2,0,2,2) korral on
10 voimalust (sobivate valikute indeksite jarjendid on (0,1,2),(0,1,3),(0,1),(0),
(1,2),(1,3),(1),(2),(3), O)-

4.40. Olgu antud jérjend a = (ay,as,...,a,) ja arv k, 0 < k < n. Leida jarjendi a
elementide selliste k-kaupa kombinatsioonide hulk, kus kombinatsiooni esimeseks
elemendiks on a;.

Naiteks jarjendi a = (0,1,1,2,3,5) ja k = 3 korral on selliste kombinatsioonide
hulgaks:
{(0,1,1),(0,1,2),(0,1,3),(0,1,5),(0,1,2),(0,1,3),(0,1,5),(0,2,3),(0,2,5),(0,3,5) }.

4.41. Antud on muutuva pikkusega (mittetithjade) ridadega tabel - jérjendite
jarjend. Loendada voimalused valida antud tabelist 2 v6i enam rida nii, et igast
kahest jarjestikku valitud reast vasakpoolse viimane element vordub parempoolse
esimese elemendiga.

Naiteks, tabeli

1. (2,3),
2. (3,4,5),
3. (3,6),
4. (5)

korral on véimaluste arvuks 4. Vastavad valikud on read numbritega
1.2. 4.

N R -

2.
. 3.
. 4.

4.42. Leida antud jérjendi a = (a,az,...,a,) elementide paarituarvulise k kau-
kui it
pa kombinatsioonide hulk, k = 1,3,...m, kus m = o K (?n paatl u,.
n— 1, kui n on paarisarv.
Naiteks jéarjendi (1,3,6,10) korral on selliste kombinatsioonide hulgaks (1- ja

3-kaupa): {(1),(3),(6),(10),(1,3,6),(1,3,10),(1,6,10),(3,6,10)}.

4.43. Loendada antud naturaalarvu esitused positiivsete tdisarvude summana,
mille jarjestikused liidetavad erinevad tapselt 1 vorra.

4.44. Loetleda antud naturaalarvu koik esitused liidetavate 3 ja 4 summana,
kus kumbki liidetav esineb vihemalt iihe korra. Liidetavate jarjestuse poolest eri-
nevad esitused lugeda erinevaks, jarjestuse poolest sama esitus korduda ei voi.

4.45. Loendada antud jarjendi kéigi kuni k positiivsest elemendist koosnevad
komplektid, kui jarjestikustelt kohtadelt elemente komplektidesse ei valita.

Naiteks, jarjendi (1,2,-3,4,-5,6) korral on vastuseks 11; véimalikud komp-
lektid: (1),(2),(4),(6),(1,4),(1,6),(2,4),(2,6),(4,6),(1,4,6),(2,4,6).
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4.46. Loetleda antud jarjendi elementide kdikvoimalikud sellised jaotused kah-

te riihma, kus vordsed elemendid on paigutatud koos samasse rithma.
Naiteks, jarjendi (5,1,0,1,5,1) jaotused on

0,1,1,1,5,5)ja ()

0,1,1,1) ja (5,5)

0,5,5)ja (1,1,1)

0)ja(1,1,1,5,5)

,1,1,5,5) ja (0)

L,1)ja (0 5, )

5)ja (0,1,1,1)

a (0,1,1, ,5,5).

3

(
(
(
(
(1
(1
(5,
0]

4.47. Kontrollida, kas jérjendis leidub kaks iihisosata ja sama summaga osajér-
jendit.

Naiteks, jarjendis (1,2,4,5,6,20) leidub, sest 4+5 = 1+2+6 =09, kuid jarjendis
(1,3,7) mitte.

4.48. Loetleda antud pikkusega n bitijarjendid, mille esimeses ja teises pooles
on sama palju iihtesid. Paarituarvulise n korral keskmist bitti arvesse ei vGeta.

Naiteks, n = 5 korral saadakse loetelu

01001 11011 10001 01010 00000 1011001101 11111 10101 01110 00100 10110.

4.49. Antud on n-elemendiline jarjend a ja naturaalarv k, k < n.

Leida jérjendi a selline jaotus k rithmaks, et jirjestikuste rihmade summade
vahede ruutkeskmine oleks minimaalne.

Naiteks, jarjendi a = (1.1,0.9,3.8,2.7,0.1,1.5,2.6,0.3) ja k = 4 korral oleks selli-
seks neljaksjaotuseks ((1.1,0.9)(3.8)(2.7,0.1,1.5)(2.6,0.3)) summade vahede ruut-
keskmisega 1.348,

_ 2 _ 2 — 2
1.348:\/(2-0 3.8)2+ (3.8 3)4.3) +(43-209)

4.50. Loetleda antud naturaalarvu n > 7 koik esitused liidetavate 2 ja 3 sum-
mana. Liidetavate jarjekorra poolest erinevad esitused lugeda erinevateks.

Naiteks, arvu n = 8 liidetavate komplektideks on (3,3,2), (3,2,3), (2,3,3) ja
(2727272)'

4.51. Loetleda antud naturaalarvu n > 1 k&ik esitused liidetavate 1 ja 2 sum-
mana. Liidetavate jarjekorra poolest erinevad esitused lugeda samaks.
Naiteks, arvu n = 3 liidetavate komplektideks on (1,1,1) ja (1,2).

4.52. Antud on naturaalarvud n ja k. Loendada vdimalused esitada arv n lii-
detavate 1 ja 2 summana, kus kumbki liidetav ei esine iile k korra. Esitused, mis
erinevad liidetavate jérjestuse poolest, lugeda erinevateks.

Niiteks,

n =4 ja k =2 korral on 4 véimalust (liidetavate komplektid: (1,1,2), (1,2,1),
(27 1, 1)> (272));
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n=>5 ja k=2 korral on 3 véimalust (liidetavate komplektid: (1,2,2), (2,1,2),
(2,2,1)).

4.53. Loetleda antud naturaalarvu n koik esitused liidetavate 3, 4 ja 5 summa-
na.
Naiteks, arvu n = 9 liidetavate komplektideks on (5,4), (4,5) ja (3,3,3).

4.54. Loetleda antud naturaalarvu n koik esitused liidetavate 2, 4 ja 6 summa-
na. Esituses ei tohi olla kahte {ihesugust liidetavat jarjest. Liidetavate jérjekorra
poolest erinevad esitused loetakse erinevateks.

Niiteks, arvu n = 8 liidetavate komplektideks on (2,4,2), (2,6), (6,2) (voima-
lused (2,2,2,2), (2,2,4), (4,2,2) ja (4,4) pole lubatud).

4.55. Antud on erinevate raamatute hindade jérjend (voib sisaldada korduvaid
hindu).

(a) Kontrollida, kas on véimalik valida raamatute komplekt, mille kogu-
hind kuulub 16iku [50;55] eurot.

(b) Leida (kui voimalik) sellise vdhima raamatukomplekti koguhind, mis
kuulub 16iku [50;70] eurot.

Igat raamatut (hinda jarjendist) voib komplekti votta maksimaalselt iiks kord.

4.56. Antud jarjendis on toodud n > 19 erineva toote hinnad.
Leida toodete sellise valiku maksimaalne koguhind, mis ei iileta 100 eurot ja
kus igat toodet (hinda jarjendist) on voetud maksimaalselt

(a) tks kord;
(b) kaks korda.

4.57. Antud jérjendis on toodud 25 erineva toote hinnad.

Leida vahim toodete sellise valiku koguhind, mis iiletab 100 eurot ja kus igat
toodet on voetud maksimaalselt 2 korda. Eeldada, et toodete koguhind iiletab 100
eurot.

4.58. Antud jarjendis on toodud n > 32 erineva toote hinnad.
Leida (kui véimalik) lithima sellise valiku pikkus, mille koguhind jdab 16iku
[100; 110] ja kuhu iihtegi toodet ei ole valitud rohkem kui 1 kord.

4.59. Antud on n > 15 inimese kaale sisaldav tdisarvujdrjend.
Leida inimeste kaalude selline kaheks osaks jaotus, kus osade kaalude summad
on voimalikult 1ahedased.

4.60. Jukul on taskus rahamiindid vairingutega (a;,as,...,ay), igas vadringus
miinti tapselt 2 eksemplari. Ta soovib poes teha ostu koguhinnaga s.

Leida voimalikult vdike vaartus v > s, mida on voimalik nende miintidega
maksta (st leida, kui tapselt saab Juku ostu eest maksta).

Eeldada, et Jukul olevast rahast piisab ostu sooritamiseks.
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4.61. Jukul on kodus rahamiindid viaringutega (a;,as,...,a,), igas vadringus
miinte vihemalt 10 euro véartuses. Ta soovib poes teha ostu koguhinnaga s.

Leida (kui voimalik) minimaalne miintide arv, millega Juku saaks poes maksta
tapselt summa s eurot (s < 10).

4.62. Leida vdhim euromiintide arv, mille koguvaartuseks on antud rahasum-
ma.

4.63. Antud on erinevate raamatute hindade jérjend (vdib sisaldada korduvaid
hindu).

Leida koikide selliste raamatukomplektide arv, mille koguhind ja&b 16iku
[50;100] eurot, kui

(a) igat raamatut voib valikusse votta maksimaalselt iiks kord;

(b) iga raamatu peab valikusse votma iiks voi kaks korda.

4.64. Antud on erinevate raamatute hindade jérjend (voib sisaldada korduvaid
hindu).

Leida koikide selliste raamatukomplektide arv, mille koguhind ei erine 100 eu-
rost lile 50 sendi, kui igat raamatut voib valikusse votta maksimaalselt iiks kord.

4.65. Antud jarjendis on toodud poes miiiigil olevate 17 eri sorti Sokolaa-
di(tahvlite) hinnad. Juku tahab osta komplekti Sokolaade.

Loendada k&ikvGimalike selliste komplektide koguhinnad, mis {iletavad 25 eu-
rot, kui Juku votaks igat Sokolaadi

(a) kuni 2 eksemplari (mone voib ka votmata jatta);

(b) kas 1 v6i 2 eksemplari.

4.66. Antud on parteide nimetuste jérjend ja parteide mandaatide (arvude)
jérjend.

Loetleda voimalused nendest parteidest enamusvalitsuse moodustamiseks, st
loetleda parteide sellised kombinatsioonid, mille korral nende mandaatide summa
on viahemalt 51.

4.67.

Antud on naturaalarvud m ja n. Loetleda kéik jarjendid pikkusega m + n, mis
koosnevad kasvavalt paiknevatest arvudest 1,2,...,m ja kahanevalt paiknevatest
arvudest —1,-2,...,—n.

Naiteks, jéirjendite loetelu m = 3 ja n = 2 korral:

(1 2,3, 1,-2)
(1,2,—-1,3,-2)
(1, 1 ,2,3,-2)
(— 1, 1,2,3, 2)
(1,2 3)
(1, 1 2 2 ,3)
(—-1,1,2,-2,3)
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(1,-1,-2,2,3)
(_1717_27233)
(—1,-2,1,2,3).

4.68. Antud on kiimnendnumber » ja arvu x > 0 kiimnendnumbrite jirjend a.
Leida arvu x + n kiimnendnumbrite jarjend b.

Niiteks,

kuia=(2,5,1)jan=35,siis b= (2,5,6);

kui a = (0,2,5,1) jan =3, siis b = (0,2,5,6);

kuia=(9,9,7) jan=38, siis b= (1,0,0,5);

kui a = (4,5,9,9,7) jan =5, siis b = (4,6,0,0,3).

4.69. Antud on n > 18 eseme kaale sisaldav jarjend.
Loetleda koikide selliste esemekomplektide kogukaalud, milles on 12, 13 v&i
14 eset.

4.70. Antud on n eseme kaale sisaldav jarjend ja seljakoti kandevdime m (lu-
batud suurim kaal).
Leida véimalikult suure kogukaaluga k esemete valik, nii et k < m.

4.71. Arvutada 4 x 8 maatriksi A elementideks
A;; = Ackermanni funktsiooni vaartus argumentidel i,j (i=0...3, j=0...7).

4.72. Antud on naturaalarv n < 10. Loetleda (nummerdatult) koik n-kohalised
kiimnendarvud, milles numbrid on

(a) kasvavas,
(b) kahanevas

jarjestuses.
Naiteks, n = 9 korral (juhul b) saadakse loetelu

1) 987654321
2) 987654320
3) 987654310
4) 987654210
5) 987653210
6) 987643210
7) 987543210
8) 986543210
9) 976543210
10)876543210

4.73. Loetleda antud jirjendi osanelikud (neljaelemendilised osajirjendid),
mille kahe keskmise elemendi aritmeetiline keskmine vordub neliku aritmeetili-
se keskmisega.

Niiteks, jarjendis (—2,5,—1,4,2,9,7,3,—2) leidub kuus sellist osanelikut:

(=2,5,2,9), (=2,—1,2,3), (5,—1,4,-2), (5,—1,9,3), (—=1,4,2,7) ja (4,2,9,7).
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4.74. Antud on naturaalarvud n ja s. Loetleda koik n-kohalised arvud, mille
ristsumma on s.

Naiteks, kolmekohalised arvud ristsummaga 23:

599,689,698,779,788,797,869,878,887,896,959,968,977,986,995.

4.75. Leida, mitmel erineval viisil (sammude erineva reaga) saab jouda trepi
n-ndale astmele, kui ithe sammuga vé&tta

(a) kas 1 voi 2 astet;

(b) kas 1, 2 voi 3 astet.

4.76. Antud on mingi positiivsete arvude hulk ning arv & > 1.

Leida (kui voimalik) selle hulga klassijaotus k alamhulgaks, kus alamhulgad
on iihe ja sama summaga.

Naiteks, hulk {3,12,14,1,22,2,24}
jaotub kolmeks (k = 3) alamhulgaks {2,24}, {3,1,22} ja {12,14} summadega 26,
aga ka nt kaheks (k = 2) alamhulgaks {12,1,2,24} ja {3,14,22} summadega 39,
kuid ei jaotu neljaks (k = 4) vordsete summadega alamhulgaks.



5. Sonede tootlemine

I Iteratiivselt

Soéne on késitletav siimbolite jarjendina. Osajérjendi ja alamjirjendi moistetele
vastavad siin osasone ja alamsone. Sonet, milles siimboliteks on tdhed (mingist
tahestikust), nimetame ka sénaks.

Stimbol on sdnes unikaalne, kui esineb sones parajasti iiks kord. Heterogramm
on sone, milles k&ik siimbolid on unikaalsed. Kaks sdna on teineteise anagrammid,
kui nad langevad kokku voi erinevad iiksnes siimbolite jarjestuse poolest.

5.1. Leida s6nekujul antud naturaalarvu kéigi kimnendnumbrite summa (ehk
ristsumma) sénena.
Naiteks, sonekujulise arvu “23829” ristsumma sénena on “24”.

5.2. Transponeerida antud sone.
Naiiteks, “oinas” = “sanio”.

5.3. Leida antud stimboli korduste arv antud sones.

5.4. Loetleda antud sone kdoik pikkusega 3 alamsoned.

” o«

Naiteks, sone “oinas” pikkusega 3 alamsoned on “oin”, “ina” ja “nas”.
5.5. Kontrollida, kas antud séne on heterogramm.
5.6. Loetleda antud sones unikaalsed stimbolid.

5.7. Leida antud sones esinevate (erinevate) siimbolite hulk.
Naiteks, sone “Vanaemake” stimbolite hulgaks on { 'V’, ’a’, 'n’, ’e’, 'm’, 'k’}.

5.8. Antud on sdna s pikkusega n. Koostada jérjend a = (aj,az....,a,), kus a;
(i=1,2,...,n) on sbna i-ndast siimbolist (koodi poolest) viiksemate voi vordsete
siimbolite arv sellele siimbolile sénas s jargnevate stimbolite seas.

Niiteks, kui s =“oinas”, siisa = (3,1,1,0,0); kui s =“lammas”, siisa = (2,1,2,1,0,0).

5.9. Leida (kui voimalik) kahe séne pikim tihisprefiks.
(Sone prefiksiteks on selle alguses paiknevad alamsoned.)
5.10. Antud sonest eemaldada
(a) iga siimbol, mida esineb nii sellest eespool kui ka tagapool;
néiteks “cacdacea” = “cadcea”;

(b) siimbolite kordumised, jéttes alles vaid esimesena esinenu; niiteks
“vanapagan” = “vanpg” ning “Java keel on tore” = “Jav kelontr”,

(c) need siimbolid, millele iileeelnev véi iilejargmine siimbol on sama-
sugune; niiteks “vanaema” = “vnema” ning “bibigon” = “gon”;
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(d) koik alamséne “aj” esinemised, mis ei kuulu alamsone “aaj” koosseisu;

naiteks “maja” = “ma”, kuid “maaja” = “maaja”.

5.11. Sorteerida siimbolid antud s6nes.
Niiteks, “bacdae” = “aabcde”.

5.12. Kontrollida, kas iiks antud séne on teise antud sdne anagramm.

5.13. Loetleda antud sones esinevad kordusgrupid — véimalikult pikad iihe-
sugustest siimbolitest koosnevad, vihemalt pikkusega 2 alamsoned.
Naiteks, sones “kuuuurijasse kuulub” leidub kolm kordusgruppi: “uuuu”, “ss” ja

« ”

uu.

5.14. Leida antud sones esinevate erinevate siimbolite arv.
Niiteks, sones “Jaanilinn” on 5 erinevat siimbolit.

5.15. Antud on kaks soénet. Loetleda need siimbolid, mida esineb vaid tihes
neist, ja sealgi 1 kord.
Naiteks, sonedes “kaalikas” ja “kalle” on sellisteks siimbolid ', ’s’ ning ’e’.

5.16. Loetleda kahe antud séne need siimbolid, mida esineb tépselt 1 kord
molemas sones.
Naiteks, sdnede “Tore oli” ja “oi tere” korral *’, " ja ’r.

5.17. Loetleda antud sone koik vahemalt 2-siimbolilised alamséned, mida sel-
les s6nes esineb

(a) vihemalt 2 korda;
(b) vahemalt 3 korda.

Niiteks,
(juht a) sone “terekestteretere” korral “te”, “ter”, “tere”, “ere”, “er”, “re”;
(juht b) s6ne “terekesttereter” korral “te”, “ter”, “er”

5.18. Eemaldada antud sOnest need siimbolid, mida esineb selles sones ka ees-
pool.
Naiiteks, “terekesttereter” = “terks”.

5.19. Antud on heterogramm s ja selle iiks osasdne s'. Koostada séne s, mis
on saadud sonest s s6ne s’ stimbolite eemaldamisel.
Niéiteks, s =“abcdefg”, s’ =“bdeg” = s" =“acf”.

5.20. Antud on lause, milles kdik sdnad peale esimese algavad viiketdhega;
esimene sOna ei ole parisnimi. Muuta esimese sona esitédht véiketdheks. Seejarel
sorteerida leksikograafiliselt sonad lauses, jéttes kirjavahemérgid oma kohale. Lo-
puks muuta esikohale saanud sona esitdht suurtdheks.

Naiiteks, “Tere, mina olen siin!!” = “Mina, olen siin tere!!”
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5.21. Kontrollida, kas iiks antud séne on teisest antud sonest saadav monede
siimbolite vaheltkustutamise teel. (Tdpsemalt: kas iiks antud s6ne on teise antud
sone osasone.)

Naiteks, sone “kurat” on saadav sdnest “kuk.u.pr—a**t*” (on viimase osasone).

5.22. Antud (mitteliit)sénas markida sidekriipsuga voimalikud poolituskohad
vastavalt reeglitele:

e poolitada voib enne kaashaalikut, millele jargneb taishaalik;
e enne poolituskohta peab séna algusesse jaédma vihemalt kaks tdhte;
e pérast poolituskohta peab sdna 16ppu jadma vdhemalt kaks tédhte.

Naiteks, “vastavalt” = “vas-ta-valt”.

5.23. Leida sone kujul antud aritmeetilise avaldise vaartus, kui operandideks
on naturaalarvud ja teheteks

(a) ainult liitmised (tehteméark +);

(b) liitmised, lahutamised, korrutamised (tehteméark 4, — voi *).

5.24. Antud teksti korral leida pikim séna ja sonade keskmine pikkus ning
koostada tabel, kus on ndidatud iga pikkusega sénade protsent.

5.25. Loendada antud sones koik kohad, kus esineb jarjest kaks {ihesugust eesti
vokaali (kumbki v6ib olla nii vaike- kui ka suurtdhena).

Naiteks sonedes “Aasta uus saba suus” ja “Kuuuurija” on kummaski 3, sones
“Linnuke laulis tilul6o-tiluliiii” aga 2 sellist kohta.

5.26. Leida kaashailikuiihendite arv antud tekstis. Kaashailikuiihendiks on
tekstis korvuti olevatest kaashaélikutest koosnev (voimalikult pikk) alamséne.

5.27. Antud on tekst, kus sonad on eraldatud vdhemalt {ihe tithikuga. Loetleda
sonad, milles moni tdht esineb kolm v6i enam korda jérjest.
Naiteks, tekstis “Ansambli Jddddr igaaastane masssalvestus Kuuuurija saates.”

on 4 sellist sona: “Jddddr”, “igaaastane”, “masssalvestus” ja “Kuuuurija”.

5.28. Koostada sone, mille saab antud sonest tema koigi (tdstutundetult) iihe-
sugustest stimbolitest koosnevate (pikimate) l6ikude asendamisel vastavate 16iku-
de esimese siimboliga.

Niiteks,

“Halloo kosmos!” = “Halo kosmos!”;

“Jaava pdhhhh!” = “Java pdh!”;

5.29. Antud tekstist (sonad ja tithikud) moodustada lithendatud tekst: iga vé-
hemalt kahest tdhest koosnev séna panustab liihendisse kaks esimest tdhte, millest
esimene on suur, teine véike; {ihetdheline sona panustab oma ainsa téhe ja see on
suur; koigi sénade lithendid kirjutatakse jarjest ilma vahedeta.
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Naiteks,
“Keskerakond Reformierakond” = “KeRe”,

7~

“Prawo i sprawiedliwoti@” = “PrISp”.

5.30. Téhistagu antud tekstis mingi osa paigutamine imarsulgudesse, et see
tekstiosa esineb jarjest kaks korda.

Koostada uus tekst, mis saadakse antud tekstist sulgude avamise teel (sulgude
sisu topeldades).

Niiteks,

“m(a)hd(r)a (ldki)” = “maahdrra ldakildki”;

“(a)bc(d(e))” = “aabcdeedee”.

Tépsemalt, sulgude avamise teisenduseks 7 (tekstis o) on

(o) {G, kui tekst o ei sisalda suluavaldist,

T(a)T(B)T(B)T(y), kui o = a(B)y-

5.31. Mittetiihi tekst (sénad ja tithikud) on antud ridade (s6nede) jérjendina.
Leida selle teksti realopu sdnadest pikima pikkus.
Naiteks, kolme alljargneva teksti korral:

1) “Aias sadas saia”
“Kuu paistab tdhed sdravad”
2) “Me opime”
“astronoomiat”
“meeleldi”
3) “Ruumist viljas kdia ”
“enne enda t60 sooritamist ”

“lubatakse ainult eriloaga ”

« ”

« ”

erandkorras
on vastusteks 1):7; 2):12; 3):11.

5.32. Antud teksti ¢ (sOnad ja tithikud) ning arvu k korral koostada uus tekst
u, mis koosneb tithikutega eraldatud teksti ¢ Sifreeritud sonadest. Sona Sifreering
saadakse sona tdhtede tsiiklilisel iimberpaigutamisel |k| koha vorra — ettepoole
(paremale), kui k£ > 0 ja tahapoole (vasemale), kui k < 0.

Naiteks,

e kuit =" Hello world” ja k= -3, siis u =“loHel ldwor”;

«

e kuir=" vanakuradi vanaema” ja k = 6, siis u =“kuradivana anaemav”;

e kuir=“ ah ”jak =23, siis u="ha”.

5.33. Loetleda ké6ik vihemalt 5-tdhelised sénad, mis antud tekstis esinevad
vdahemalt 10 korda.
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5.34. Numbriséne koosneb numbritest ja {imarsulgudest. Numbrisdne véértus
on tema numbrite summa, kuid sulgudesse paigutamine muudab véértuse vastas-
margiliseks.

Leida antud numbrisone véartus.

Niiteks,

numbrisone “123(45)” vaartuseks on —3 (arvutuskaik 1 +2+3 — (4+5));

numbrisone “(1)2(3(4)5)” vaartuseks on —3 (arvutuskédik —1+42 — (3 —4+5)).

5.35. Koostada sone s’, mille saab antud sénest s nende suurte ja viikeste eesti
tédhtede asendamisel punktiga, mille vaikevaste jarjekorranumber eesti tdhestikus
(abcdefghijklmnopqrsszZtuvywaédoiixy) on suurem antud piirist p.

Naiteks,

kui s =“HALLOO kosmos!” ja p = 13, siis s’ =“HALL.. k..m..!”;

kui s =“vanakuradi666vanaema” ja p = 1, siis s’ =“.a.a...a..666.a.a..a”.

5.36. Teisendada antud soOna s selliselt, et sona s iga tdishéaaliku ¢ jérele lisatak-
se tdhepaar “pi” tingimusel, et

t ei ole sbna s viimane tiht,
ja

t on sOna s esimene tdht voi talle eelneb kaashaélik sonas s.
Naiteks,

“mina” = “mipina”,

“paljud” = “papiljupid”,

“kodumaa” = “kopidupimapia”,

“Ants” = “Apints”.

5.37. Antud teksti (sonad ja tiihikud) korral leida esimesed kaks jarjestikku
paiknevat vordse pikkusega sona ja nende erinevuste arv. Erinevuseks nimetame
positsiooni, millel neis sénades paiknevad erinevad tdhed.

Naiteks,

tekstis “Teatavasti kord Miki ldks Piritalt merele” on esimesed kaks jarjestikust
vordse pikkusega sona “kord” ja “Miki”; nendel on 4 erinevust (koigil neljal posit-
sioonil asuvad erinevad tdhed);

tekstis “ldki lausa lahingusse Ldki ldki” on esimesed kaks jarjestikust vordse pik-
kusega sona “Ldki” ja “ldki”; nendel on 1 erinevus (esimesed tdhed on erinevad);
tekstis “hakkame mehed minema” ei leidu jarjestikuseid {ihepikkuseid sonu.

5.38. Antud tekstist eemaldada k&ik suluavaldised ({imarsulgudega piiratud
osad).

Niiteks,

“abc(def)g(h)i” = “abcgi”;

“a(b((c)d))e((ab)(cd))” = “ae”;

5.39. Koostada sone, mis saadakse antud sonest selle véikestest tdhtedest ’s’ ja
'z koosnevate osade koigi tihtede asendamisel vastava osa esimese tihega.
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Naiteks,
“Meesz, kesz teadisz uzzzszsziszzsonu” — “Meess, kess teadiss uzzzzzzzissssonu”;
“FIDES2z” — “FIDESZ”.

5.40. Leida palindroom-sonade arv antud tekstis (sénad ja tiihikud), suur- ja
vaiketéhti eristamata.

Niiteks,

tekstis “Aias sadas alla sajas sai” on 3 palindroom-sona;

tekstis “Igikaasajaloosalasoolajasaakigi ei ldinud vaja” on neid 1.

5.41. Antud suluavaldisi sisaldavas tekstis eemaldada paarituarvulise siigavu-
sega (sulgudesse sisestatuse mottes) siimbolid ja koik sulud.

Niiteks,

“abc(def)g(h)i” = “abcgi”;

“a(b((c)d))e((ab)(cd))” = “adeabed”;
“(abc(de(fg))h)” = “de”.

5.42. Antud sones asendada kdigis vaid suurtdhtedest koosnevates (pikimates)
alamsonedes suurtihed vastavate viiketdhtedega, alates alamsone teisest tdhest.

Naiteks,

“Kanter lendas USAsse tRRRReenima.” = “Kanter lendas Usasse tRrrreenima.”

5.43. Antud tekstis asendada iga suurtihega algav séna sama pika sdnaga,
mille esimeseks tdheks on X ja jirgmisteks x.

Naiteks,

“EV, kohtuotsus Agu Sihvka siiiiasjas.” = “Xx, kohtuotsus X Xooooox siitiasjas.”

5.44. Antud on eestikeelne tekst, milles tiithikud ei paikne péris korrektselt.
Korrastada see tekst, nii et oleksid tdidetud néuded:

1) kirjavahemaérgi (.?!,;:) ees tiihikut ei ole,

2) iga tekstisisese kirjavahemaérgi jérel on parajasti iiks tiihik,
3) kahe jarjestikuse séna vahel on parajasti iiks tiihik,

4) ning teksti alguses ega 16pus tiihikuid ei ole.

Naiteks, teksti

“ Ta kiisis , kastohib . Kes kiisis ?Tema kiisis - jarelikult mitte sina
korrastamisel saadakse

“Ta kiisis, kas tohib. Kes kiisis? Tema kiisis - jdrelikult mitte sina .”

”

5.45. Lisada antud sones iga kordusgrupi sees iga kahe siimboli jarele side-
kriips. (M&iste kordusgrupp — vt iilesanne 5.13.)

Niiteks,

“Aaaaarrghhhh” = “Aa-aa-arrghh-hh”.
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5.46. Antud teksti koigis vaiketahti sisaldavates sdnades asendada suurtihted
vastavate vaiketdhtedega.

Naiteks,

“USA ja Vene ja riigiPead poksiringis USAs.” = “USA ja vene ja riigipead poksi-
ringis usas.”

5.47. Koostada sone, milles on antud sone kdigi sulgevate sulgude indeksid
(tithikutega eraldatult) vastavate avavate sulgude esinemise jéarjekorras.
Niiteks, sonele “(a)bc(d(e))” vastavalt koostatud sone on “2 10 9”.

5.48. Koostada sone kahe antud sone {ihistest stimbolitest nende jérjestust
muutmata. Uhiseks loetakse siin siimbol, mis esineb mélemas sénes sama indeksi-
ga kohal. Téstutundetu.

Naiteks, sonede “abrakadabraaaa” ja “Babrak Karmal” iihissiimbolite soneks
on “ra”.

5.49. Antud tekstis eemaldada numbrid kdigis téhti sisaldavates sdnades.
Naiteks, “Pelle 6el Pille151 oli 15 palli.” = “Pelle éel Pillel oli 15 palli.”

5.50. Loetleda antud viiketdhtedest koosneva sona téhtede koik sellised per-
mutatsioonid, kus iikski kolm jarjest paiknevat téhte ei ole tdhestikuliselt jarjesta-
tud (ei mittekahanevalt ega ka mittekasvavalt).

Naiteks, sellised permutatsioonid sone “karu” korral :

kaur, krau, kuar, arku, aukr, rauk, rkua, ruak, uark, ukra.

5.51. Loendada antud sone vdhemalt pikkusega 2 alamsodned, millel on sama
algus- ja 16pusiimbol.
Niiteks, sones “baazba” on selliseid alamsonu 4: “baazb”, “aazba”, “aa”, “azba”.

5.52. Kontrollida, kas iiks antud s6ne on saadud teisest antud sénest selle siim-
bolite tsiiklilise nihutamise teel.

5.53. Antud on kaks tihepikkust heterogrammi s ja ¢.

Olgu Y nende iihissiimbolite hulk (siimbolite hulk, mis esinevad nii sénes s kui
ka sones 1).

Leida kaks arvu x ja y:

x = nende tiihissiimbolite (€ Y) arv, mis asuvad sOnes s ja sones ¢ samal kohal,

y = nende iihissiimbolite (€ Y) arv, mis asuvad sones s ja sones ¢ erinevatel
kohtadel.

Naiteks,

s =“pesukorv”,

t ="vasikdpe”;

Y =A{p, e, s, kK, V};

x=2 (sest ’s’ ja 'k’ asuvad kohakuti);

y=3.
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5.54. Kontrollida, kas antud arvu esitus kaheksandsiisteemis on palindroom.
Naiteks,

arvu 495 esitus kaheksandsiisteemis 757g on palindroom,;

arvu 454 esitus kaheksandsiisteemis 706g ei ole palindroom.

5.55. Antud sones leida pikim palindroom-alamsone.
5.56. Antud sones leida pikim erinevatest siimbolitest koosnev alamsone.

5.57. Antud on soned s ja r. Loetleda sone s need alamsdned, mis on sone ¢
anagrammid.

5.58. Rooma numbrite siisteemis kasutatakse arvude 1, 5, 10, 50, 100, 500 ja
1000 tahistamiseks vastavalt tahti I, V, X, L, C, D ja M. Taisarvud 1...9 kirjuta-
takse jargmiselt: I, I1, I11, IV, V, VI, VII, VIII ja IX. Analoogiliselt tdhistatakse
kiimnelised ja sajalised. Naiteks, 1941 = MCMXLI.

(a) Antud arv vahemikust (0; 3900) esitada Rooma numbrite siisteemis.

(b) Leida arv, mille tdhis on antud Rooma numbrite siisteemis.

5.59. Leida antud tuhandest viiksema naturaalarvu esitus sonalisel kujul eesti
keeles.

5.60. Antud on téisarv n vahemikust (—120; 160). Loetleda koik voimalused sel-
le arvu esitamiseks avaldisena, mis on saadud, kui numbrite vahele reas 123456789
on lisatud kas plussmérk, miinusmark voi mitte midagi.

Naiteks, arvu n = 151 jaoks leidub 3 véimalust:

1-2-3+4-54+67+89=151,

12—-34+4+56—-7+89=151,

123 -4456—-7—-8-9=151,

arvu —100 jaoks aga ainult 1 voimalus:

1-243-4-5-6-78—9=-100.

5.61. Antud on 10 sb6na. Koostada pikim sonade jérjend, kus jirgmise sona
esitaht on sama, mis eelmise viimane tiht.

Naiteks, sonade “abielu”, “ema”, “isa”, “laps”, “onu”, “tadi”, “lopp”, “uus”, “tool”,
“aga” korral on tulemuseks jarjend (“tadi”, “isa”, “aga”, “abielu”, “uus”).

5.62. Siimbolite “varu” on antud sénena s. Koostada (iiks) pikim palindroom,
kasutades stimboleid sonest s.
Naiteks, sone “acbcdbae” siimbolitest saab koostada palindroomi “abcecba”.

5.63. Leida (kui voimalik) esimene unikaalne siimbol antud sones.
Naiteks, sones “agcdbachhg” on esimeseks unikaalseks siimboliks ’d’.

5.64. Antud sonest eemaldada korduvalt kordusgrupid, kuni alles ei jad enam
ithtegi kordusgruppi. (Moiste kordusgrupp — vt iilesanne 5.13.)
Naiteks, “dbaabdab” = “ab”.
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5.65. Antud sones jétta igast kordusgrupist alles ainult iiks stimbol.
Naiteks, “aabbbcdd” = “abcd”.

5.66. Antud on mingi tekst ja arv k. Loetleda k selles tekstis koige sagedamini
esinevat sona.

5.67. Transponeerida antud tekst (sonad ja tithikud).
Naiteks, “Ants ldks kooli” = “kooli ldks Ants”.

5.68. Loetleda antud tekstis esinevad anagrammide rithmad.

Naiteks, tekstist “Elvi isa laual on tore asi - telefon. No kaubajaam sai remodi-
tud, kuid kahjuks mitte kaubamaja; asi pole korras. Laeva vile 16i majaka kajama.”
leiame jargmised anagrammide rithmad

(“elvi”, “vile™)

” o«

(“On ’ non)
(“majaka”, “kajama”)

N3 2«

(“asi”, “sai”, “isa”)
(“kaubajaam”, “kaubamaja”).

5.69. Funktsioon siimbolite hulgast S siimbolite hulka §', kod : § — S’ on ko-
deerimisfunktsioon, kui ¢ # ¢’ = kod(c) # kod(c'). Kaks sdnet s = sos1...8,_1 ja
t =toty ...1,—1 on isomorfsed, kui m = n ja leidub kodeerimisfunktsioon kod nii, et
kui t; 75 s;, Siis kOd(S,‘) =t (i= 0,1,...n— 1).

Kontrollida, kas kaks antud sénet on isomorfsed.

Naiteid:

e soned s =“abc” ja r =“dek” on isomorfsed;
kodeerimisfunktsiooniks kod : {a,b,c} — {d,e,k} sobib
a—d,b—ec—k

e soned s =“eggg” ja r =“addg” on isomorfsed;
kodeerimisfunktsiooniks kod : {e,g} — {a,d} sobib
e—a,g—d

e soned s =“title” ja t =“paper” on isomorfsed;
kodeerimisfunktsiooniks kod : {e,i,l,t} — {r,a,e,p} sobib
e—ni—al—et—p

e soned s =“titlee” ja t =“papera” ei ole isomorfsed.

5.70. Arvutada
(a) Poola poordkujul ehk postfikskujul
(b) Poola kujul ehk prefikskujul

sonena antud aritmeetilise avaldise vaartus.

5.71. Kontrollida, kas antud suluavaldis
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(a) on sulgude paigutuselt korrektne;
(b) ei sisalda tarbetuid sulukordusi.

Niiteks, suluavaldis (Aa((By[2BC]))) on sulgude paigutuselt korrektne, kuid

sisaldab tarbetut imarsulukordust.

5.72. Koostada antud sone koikide sufiksite kahaneva pikkusega loetelu leksi-
kograafiliselt sorteeriv permutatsioon.

Néiteks, sone “kanala” jaoks on see (5,3,1,0,4,2), sest selle sona sufiksite loe-
telu pikkuse kahanedes on (“kanala”, “anala”, “nala”, “ala”, “la”, “a”). Viimase
iimberkorraldus vastavalt leitud permutatsioonile on (“a”, “ala”, “anala”, “kana-
la”, “la”, “nala”).

(Sone sufiksiteks on selle 10pus paiknevad alamsoned.)

5.73. Loetleda antud sénaga s koige paremini riimuvad sonad antud sénade
hulgast S, arvestades et

(a) kaks sona on seda riimuvamad, mida rohkem jarjestikuseid tahti 16-
pust lugedes neil kokku langeb; seejuures voib iihe séna (paris)sufiks
vorduda terve teise sonaga;

(b) riimuvad sénad on need, milles esinevad tdpselt samad tdishailikud
tapselt samas jarjekorras, kusjuures tdishailikute vahel on vihemalt
iiks kaashaalik.

Naiteks (juht a),

sonaga s =“programm” riimuvad parimini hulga S ={“asulavesi”, “karuramm”,
“kiirtramm”, “pesulavesi”, “plastmasskann”, “programm”,“tantsusamm” “tiritamm”,
“tramm”}

s6nad

“karuramm”, “kiirtramm” ja “tramm”.

5.74. Antud sona s korral arvutada selle jarjekorranumber koigi leksikograafi-
liselt sorteeritud s permutatsioonide hulgas,

(a) kui sona s on heterogramm;
(b) kui sonas s on korduvaid stimboleid.

Naiteks (juht a), s = “bac” jarjekorranumber hulgas {“abc”, “acb”, “bac”, “bca”,
“cab”, “cba”} on 3.

5.75. Méngu “paber-kivi-kédérid” kulg on antud ithepikkuste sdnejirjenditena a
ja b, mille elemendid on hulgast {“paber”, “kivi”, “kddrid”}. Uhe ja sama indeksiga
(i) sdnede paar (a;,b;) vastab iithele (i-ndale) voorule, mil esimene méngija néitas
sona g; ja teine — sona b;.

Leida selle méngukaigu skoor m : n, kus m on esimese méangija voidetud vooru-
de arv ja n — teise méangija voidetud voorude arv.

Niiteks,

a = (“kddrid”, “paber”, “kivi”, “kddrid”, “paber”, “kivi”, “kivi”)
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b= (“kivi”, “kivi”, “paber”, “kddrid”, “kivi”, “kddrid”, “kivi”)
korral on skoor 3 : 2 esimese méngija kasuks.

5.76. Kontrollsone on heterogramm, mis méérab temasse kuuluvate siimbolite
lubatud esinemisjarjestuse mones teises vaadeldavas sones.

Olgu antud kontrollsone sy. Siis kahesiimboliline sdne “cic,” on lubamatu selle
kontrollsone moéttes, kui sénes sy leidub osaséne “cac;”.

Kontrollida, kas antud séne s siimbolid on kontrollsénega sy, lubatud jarjes-
tuses, st kas selles ei leidu lubamatuid (kahesiimbolilisi) osasénesid.

Naiteks,
kui sg =“aeiouddoii”, siis

sone s =“kontrollséne” siimbolid ei ole kontrollsdnega s, lubatud jérjestuses,

sone s =“aedpeedipold” siimbolid aga on kontrollsénega sy lubatud jarjestuses.

IT Rekursiivselt

5.77. Transponeerida antud sone.
5.78. Loetleda antud sone koik osaséned.

5.79. Leida antud sonade pikim tihisprefiks.

(Sone prefiksiteks on selle alguses paiknevad alamsoned.)

Naiteks, sonade “kaevutee”, “kaevur”,“kaevik” ja “kaevama” pikim iihisprefiks
on “kaev”.

5.80. Antud on n siimbolist koosnev sone ja arv k (0 < k < n). Loetleda koik s6-
ned, mis saadud k stimboli kustutamisel antud sénest (st kdik osaséned pikkusega
n—=k).

5.81. Loetleda antud sone ko&ik variatsioonid antud arvu & kaupa (koéik &-
permutatsioonid).

Naiteks, sone “karu” ja k = 3 korral

“kar”, “kra”, “akr”, “ark”, “rak”, “rka”,

“kau”, “kua”, “aku,” “auk,” “uka”, “uak”,

“kru”, “kur”, “rku”, “ruk”, “ukr”, “urk”,

[13 7« VY13 ” G« 7”@ Y 13 ”
> .

aru”, “aur”, “rau”, “rua”, “uar”, “ura
5.82. Loendada sénas esinevad konsonandid.

5.83. Loendada antud séne stimbolite
(a) koikvoimalikud rithmitused;
(b) koik sellised rithmitused, milles iga riihm on palindroom.

Rithmadeks on antud sdne mitteldikuvad jarjestikused alamséned.
Naiteks,
sone “abc” stimbolite rithmitusi on kokku 3 (juht a):



5. SONEDE TOOTLEMINE 71

(1P (13 %24 (1982
a” | “b” | “c”,
[P} « ”
a” | “be”,
[13 ” [P
ab” | “c”,

“abc”;
sone “abaa” selliseid rithmitusi, milles iga rithm on palindroom, on kokku samuti
3 (juht b):

“a’ | “b” | “a” | “a,

“a” | “b” | “aa”,

“aba” | “a”.

5.84. Loetleda koik antud sonedejirjendi a jaotused kahte mittetiihja rithma.
Iga jaotus esitatakse jarjendi a kahe mitteldikuva osajarjendina.
Niiteks,
jarjendi a =(“ab”, “cde ”, “fg” ) kaheks-jaotused on
(“ab”) (“cde”, “fg",
(“cde™) (“ab”, “fg"),
(“fg”) (“ab”, “cde”);
jarjendi a =(“ab”, “cde ”, “fg”, “h” ) kaheks-jaotused on
(“ab”) (“ede”, “fg”, “h"),
(“cde™) (“ab”, “fg”, “h™),
(fe”) Cab”, “cde”, “h”),
(") (“ab”, “cde”, 1z,
(“ab”, “cde™ (“fg”, “B"),
(“ab”, “fg”) (“cde”, “h”),
(“ab, “B) (“cde”, “fg”)

5.85. Antud sone koosneb siimbolitest *0’,’1’ ja ’?’. Loetleda koik bitisoned,
mis on saadud sellest sdnest iga siimboli ’?’ asendamisel kas siimboliga 0’ voi
siimboliga "1’.

Naiteks, kiisimarkide asendamisega sones

“??11?00” saadakse bitisdned:

“0011000”

“0011100”

“0111000”

“0111100”

“1011000”

“1011100”

“1111000”

“1111100”.

5.86. Loetleda antud sone kdik permutatsioonid
(a) suvalises jarjestuses;

(b) leksikograafilises jérjestuses.

5.87. Antud sone s korral
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(a) leida vahim siimbolite arv, mille eemaldamisel sonest s saadakse pa-
lindroom;

(b) loetleda pikimad palindroomid, mis on saadud moénede siimbolite
eemaldamisel sonest s.

Naiteks, sonest “acbcdbae” saadakse pikimad palindroomid “abdba”, “abcba”
ja “acbca”, kolme stimboli eemaldamisel vastavalt kohtadest (2,4,8), (2,5,8) ja
(5,6,8).

5.88. Antud on n sdnajérjendit. Loetleda (pikkuse jérjestuses) koik laused, mis
saadakse, kui votta iiks sona igast jarjendist.

Naiteks, kolme s6najarjendi

(“Mari”, “Jiiri”), (“jookseb”, “joob”) ja (“kiiresti.”, “terviseks.”, “ménuga.”)

puhul saadakse laused

“Mari jookseb terviseks.”

“Jiiri jookseb terviseks.”

“Mari jookseb kiiresti.”

“Jiiri jookseb kiiresti.”

“Mari jookseb ménuga.”

“Mari joob terviseks.”

“Jiiri jookseb ménuga.”

“Jiiri joob terviseks.”

“Mari joob kiiresti.”

“Jiiri joob kiiresti.”

“Mari joob ménuga.”

5.89. Koostada antud séne permutatsioonide hulk.

Naiteks,

sone “abc” permutatsioonide hulk on {“abc”, “acb”, “bac”, “bca”, “cab”, “cha’};
sone “aab” permutatsioonide hulk on {“aab”, “aba”, “baa’}.

5.90. Antud on kaks mittetiihja sdnade jarjendit.

Loetleda koik nende jérjendite p6imingud — laused, mis sisaldavad mélema so-
najérjendi koik elemendid nii, et kummagi jérjendi sobnade omavaheline jarjestus
pole muutunud. (Vt ka {ilesanne 4.67.)

Naiteks, kui on antud jarjendid, (“kas”, “mina”) ja (“olen”, “siin”), siis saadakse
lausete loeteluks

“kas mina olen siin”,

“kas olen mina siin”,

“kas olen siin mina”,

“olen kas mina siin”,

“olen kas siin mina”,

“olen siin kas mina”.

5.91. Kontrollida, kas antud sone on kahe teise antud sone siimbolite pdiming.
Naiteks, sone “dabec” on sénede “abc” ja “de” pdiming.



5. SONEDE TOOTLEMINE 73

5.92. Sone iga osasdne on méiratud iihe indeksikomplektiga — sone siimbolite
indeksitega, millistelt kohtadelt sGnest on siimbolid sellesse osasonesse valitud.

Naiteks, sonest s =“dabecac” saame osaséned “dac”, “ba” ja “daba”, valides
stimbolid sonest s vastavalt indeksitelt {0,1,4}, {2,5} ja {0,1,2,5}.

Pikkusega n sone koikvoimalike osasénede indeksikomplektide hulk on in-
deksite hulga {0, 1,...n — 1} alamhulkade hulk (ilma tiihja alamhulgata).

Antud sone s korral leida (kui voimalik) kaks pikimat mitteldikuvat indeksi-
komplekti, millega valitakse kokkulangevad osasoned (st kaks vordset osasone
saadakse sone s erinevatest kohtadest valides).

Naiteks,

sone s =“adabcb” korral on vastuseks indeksikomplektid {0,3} ja {2,5}, millele
molemale vastab osasone “ab”;

sone s =“abacbdefd” korral on vastuseks indeksikomplektid {0, 1,5} ja {2,4,8},
millele mdlemale vastab osasone “abd”.

5.93. Antud sdne koosneb numbritest ja timarsulgudest.
Leida selle sone vaartus kui numbrite summa, arvestades, et

(a) sulgudesse paigutamine tdhendab ruututdstmist;
(b) sulgudesse paigutamine muudab véartuse margi vastupidiseks.

Naiteks,
juht a:

sone “(12)345” vaartuseks on 21 (= (1+ 2)2 +3+4+5);

sone “1(2)(3(45))” vairtuseks on 7061 (= 14224 (3+ (4 + 5)2)2);
juht b:

sone “(1)2(3(4)5)” vaartuseks on —3 (= —14+2— (3 —4+5)).

5.94. Aritmeetiline avaldis on antud sénena, milles

tehtemargid on hulgast {’+°,-, %,/ };

k&ik operandid on nullist erinevad kiimnendnumbrid;

iga tehte operandide timber on tépselt ithed {imarsulud;

kogu avaldis on iimarsulgudes.

Leida antud aritmeetiline avaldise vaartus.
Naiteks, (((3)—(4))/((5)+(3))) = —0.125.

5.95. Uhes programmeerimiskeeles loetakse kommentaariks iimarsulgudesse
paigutatud tekst. Kommentaari sees olev timarsulgudes tekst aga loetakse koodiks,
milles omakorda v&ib olla kommentaare jne.

Antud sdnest eemaldada kommentaarid.

Naiteks,

“abc(def)g(h)i” = “abcgi”;

“a(b((c)d))e((ab)(cd))” = “adeabcd”;

“(abc(de(fg))h)” = “de”.
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5.96. Antud on lahtesdne s pikkusega |s| = n ja naturaalarv k. Sone s stimbo-
litest on kogu aeg “nédhtaval” k esimest siimbolit (v6i vihem, kui k on suurem,
kui ldhtesne jooksev pikkus). Moodustada sama pikk tulemusséne s’ , mis on
lahtesonest saadud jargmise operatsiooni korduval rakendamisel:

e Leida sone s “nédhtavate” siimbolite seast viahim (vdhima koodiga) siimbol ja
suurim (suurima koodiga) siimbol ning paigutada need sonest s iimber tule-
mussone 16ppu (vdahim enne). Kui |s| = 1, siis paigutatakse iimber sone s ainuke
stimbol. Kui |s| = 0, siis 16petatakse.

Niiteks,
ldhtesonest s = “kooskdlas” saadakse k = 3 korral tulemussone s’ = “koksloaso”
jargmiste sammudega:

/W,

1. s =“kooskolas”, s s
2. s =“oskélas”, s =“ko”;
3. s=“oolas”, s =“koks”;
4. s =“oas”, s =“koksld”;
5. s=“0", s =“koksloas”;
6

. s =" § =“kokslbaso”.

5.97. Piirdume neljatéheliste eestikeelsete nimetavas kddndes nimisénade min-
gi alamhulgaga.

Antud lahteséna Is ja sihtséna ss korral leida (kui saab) voimalikult lithike
sonade jarjend (tuletuskiik) /s — s1 — s2 — ... — ss, milles naabersonad erinevad
teineteisest parajasti ihe tdhe poolest.

Niiteks,
sonade s = “kass”, ss = “kakk” iiks tuletuskiike on

“kass” — “kast” — “kart” — “kark” — “kakk”,
kuid lithim on kahesammuline

“kass” — “kaks” — “kakk”.

5.98. Piirdume eestikeelsete nimetavas kddndes nimisénade mingi alamhulga-
gaS.

Antud lahtesdna s ja sihtséna ss korral leida (kui saab) véimalikult pikk so-
nade jarjend (tuletuskaik) /s — s1 — s2 — ... — ss, milles jargmine séna s’ € S on
saadud eelmisest sonast s € §
kas

sona s viimase tdhe eemaldamisega,
voi

sonale s {ihe tdhe lisamisega,
vOi

sonas s ihe tdhe muutmisega.

Niiteks,

S ={“hiir”, “kass”, “pais”, “paisk”, “pass”, “piisk”, “kiir”, “viir”, “viis”, “viisk”, “raisk”,
“kask”} ja ldhtesona Is =“hiir” ning sihtsona ss =“kask”
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korral on pikimaks tuletuskéiguks
“hiir”—“kiir’—“viir’—“viis”—“viisk”—“piisk”—“paisk”— “pais”—“pass”—“kass”—
“k ”
ask”.



6. Kahendpuude tootlemine

Kahendpuu tipus olevat kirjet nimetame tipu mdrgendiks. Arvulist mérgendit ni-
metame ka tipu votmeks. Erijuhul on méargendiks tiihikirje.

Kasutame jargmisi lithendatud véljendeid:

“tipp M” tahenduses “tipp margendiga M”,

“tipus on M” tdhenduses “tipu mérgendiks/votmeks on M”,

“haru” tdhenduses “alampuu”.

Kahendpuu tipu stigavuseks on tee pikkus (tippude arv teel) juurtipust selle ti-
puni (juurtipu siigavuseks on 0). Tasemeks kahendpuus on {ihe ja sama siigavusega
tippude jarjend (jarjestuses vasakult paremale kahendpuus).

Kahendpuu kérguseks on tee pikkus juurtipust viimase taseme tipuni.

Kahe alluvaga tippu nimetatakse tdistipuks. Kahendpuu on tdis, kui selles ei
leidu ihe alluvaga tippe (st kdik vahetipud on téistipud).

Kiesoleva jaotise joonistel on kahendpuud kujutatud t66tlusprogrammi vél-
jundi ekraanitdmmistena.

6.1. Luua
(a) juhuslik m tasemega kahendpuu;
(b) juhuslik m tasemega tais kahendpuu;

(c) tdielik m tasemega kahendpuu (tiis kahendpuu, mille k&ik lehed asu-
vad viimasel tasemel);

(d) kompaktne n-tipuline kahendpuu (saadud téielikust kahendpuust null
v6i enama lehe eemaldamisel viimase taseme 16pust);

(e) juhuslik n-tipuline kahendpuu;

(f) antud kahendpuu koopia (sellega sama struktuuriga ja samade tipu-
maérgenditega kahendpuu);

(g) antud kahendpuu peegelpilt (vertikaaltelje suhtes);

(h) juhuslik m tasemega siimmeetriline kahendpuu (mis on iseenda pee-
gelpilt).

6.2. Leida antud kahendpuu

(a) tippude arv;

(b) lehtede arv;

(c) vahetippude arv;

(d) taistippude arv;

(e) korgus;

(f) juure alampuude korguste aritmeetiline keskmine.

Vt néide joonisel 1.
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i

Tippe: 11

Lehti: 5

Vahetippe: 5

Taistippe: 4

Kérgus (tasemete arv): 5

Juure alampuude korguste keskmine: 3.5

Joonis 1: Kahendpuu ja selle arvulisi parameetreid.

6.3. Leida antud kahendpuu tihedus, so suhe tippude _arv/korgus.

6.4. Kontrollida, kas antud kahendpuu
(a) on kompaktne;
(b) on taielik;
(c) on tais;
(d) on unikaalsete tipuméargenditega (st ei ole korduvaid margendeid);
(e) on teise antud kahendpuuga sama struktuuriga;
(f) on teise antud kahendpuu koopia;
(g) on teise antud kahendpuu alampuu;
(h) on teise antud kahendpuu peegelpilt;

(i) on simmeetriline.

6.5. Loetleda antud kahendpuu tipud
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;
(c) l16ppjarjestuses;

(d) tasemejarjestuses (st méoda tasemeid — vasakult paremale, iilalt alla).

6.6. Loetleda antud kahendpuu tasemed (tipujérjenditena).



78 6. KAHENDPUUDE TOOTLEMINE

Joonis 2: Kahendpuust (vasakul) lehttippude A ja B eemaldamistega saadud ka-
hendpuu (paremal)

6.7. Antud kahendpuust eemaldada etteantud mérgenditega lehti, kuni selliste
margenditega lehti enam ei ole. Vt ndide joonisel 2.

6.8. Luua voimalikult madal kahendpuu, milles tipumérgenditeks on stimbolid
Teie ees- ja perekonnanimest ning mille tippude 10ppjarjestus annab Teie ees- ja
perekonnanime.

6.9. Antud kahendpuusse lisada uus lehttipp véimalikult korgele — védhima sii-
gavusega vabale kohale.
6.10. Antud kahendpuus leida antud tipule jargnev tipp
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;
(c) 16ppjarjestuses.

Vt néide joonisel 3.

6.11. Loetleda antud kahendpuu tipud,
(a) mille alampuude korgused erinevad rohkem kui 1 vorra;
(b) mille alampuudes on vérdne arv tippe.

6.12. Kontrollida, kas antud kahendpuu on siimmeetrilise struktuuriga (sellise
kahendpuu néide leidub joonisel 4).

6.13. Luua m tasemega juhuslik aritmeetilise avaldise puu — tiis kahendpuu,
milles lehttippudes paiknevad arvulised operandid, juurtipul ja igal vahetipul on
margendiks binaarse tehte mark +, —, x voi /.
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Joonis 3: Tipu G jarglased ees-, kesk- ja 16ppjarjestuses on vastavalt tipud H, A, C.

s %

e =

Joonis 4: Stimmeetrilise struktuuriga kahendpuu.
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e %

7
N

Vairtus: 68.571
Avaldisena: (2/7+(-9)+7)%(4-476)*(8-6)

Joonis 5: Aritmeetilise avaldise kahendpuu ja selle vaartus ning vastav tavakujul
avaldis.

6.14. Antud aritmeetilise avaldise puu korral
(a) leida vastava aritmeetilise avaldise vaartus;

(b) koostada antud aritmeetilise avaldise puule vastav tavakujul (infiks-
kujul) aritmeetiline avaldis;

Vt néide joonisel 5.
6.15. Antud aritmeetilise avaldise puu koopias kirjutada iga vahetipu mérgen-

diks sellest tipust algavale alampuule vastava aritmeetilise avaldise vaartus.
Vt néide joonisel 6.

6.16. Antud kahendpuu igasse tippu kirjutada selle tipu alluvate arv.

6.17. Antud kahendpuu iga tipu votmele liita selle tipu vasaku haru tippude
vOtmete summa. Summeeritakse antud kahendpuus olnud vétmeid, mitte juba
muudetuid. Vt ndide joonisel 7.

6.18. Leida antud kahendpuu

(a) parempoolseim lehttipp;
(b) vasakpoolseim lehttipp.

Vt néide joonisel 8.

6.19. Loetleda antud kahendpuu
(a) parempoolse vaate tipud;

(b) vasakpoolse vaate tipud.
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=

= .

Joonis 6: Alumine saadud iilemisest {ilesande 6.15 kohaselt.

=

72

=

Joonis 7: Tipuvotmeid muudetud {ilesande 6.17 kohaselt.
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a =

Joonis 8: Parempoolseimaks lehttipuks on K, vasakpoolseimaks — D.

Vasaku/parema vaate moodustavad tipud, mis on “ndhtavad” vasakul/paremal
asuvale vaatlejale. Vt ndide joonisel 9.

6.20. Antud on kahendpuu ja selle kaks juurtipust erinevat tippu.
(a) Kontrollida, kas need tipud asuvad samal tasemel.
(b) Kontrollida, kas neil tippudel on sama vahetu iilemus.

(c) Leida nende tippude ldhim iihine iilemus. Erijuhul, kui iiks neist tippu-
dest on teise (vahetuks voi kaugemaks) tilemuseks, siis vastuseks lu-
geda korgemal asuv tipp.

6.21. Arvuliste (votmetega) tippudega kahendpuu korral
(a) leida selliste tippude arv, mille voti on viiksem {ilemuse votmest;

(b) kontrollida, kas leidub kahe alluvaga tipp, mille voti vérdub alluvate
vOtmete aritmeetilise keskmisega;

(c) kontrollida, kas see on kahendotsimise puu (st iga tipu ¢ vasakus harus
ei ole suuremaid ja paremas harus védiksemaid votmeid, kui on tipu ¢
voti);

(d) leida (kui voimalik) kolm suurimat (erinevat) votit;

(e) leida suurim votmete summa teekondadel juurtipust lehttippu;

(f) leida suurim tipu ja tema vahetu {ilemuse vStmete erinevus;

(g) muuta juurtipu ja vahetippude votmed: tipu votmeks omistada selle
vahetute alluvate tippude vOtmete summa;

(h) leida korgeima sellise alampuu juur, milles kéikide tippude vétmed on
negatiivsed (vt nédide joonisel 10).

6.22. Loetleda antud kahendpuu tipud pikimal teel juurtipust lehttippu.
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Joonis 9: Joonisel kujutatud kahendpuu vasak vaade on (A,B,C,D,E,L) ning parem
- (A,G,H,J,M,L).

e =4

Joonis 10: Selles kahendpuus on tipust —6 algav alampuu suurima koérgusega (3),
ainult negatiivseid votmeid sisaldav alampuu.
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Joonis 11: Kahendpuu (vasakul) teisendamine téis kahendpuuks (paremal) iiles-
ande 6.23 kohaselt.

6.23. Muuta antud kahendpuu tdis kahendpuuks, lisades igale iihe alluvaga
tipule teiseks alluvaks olemasoleva alluva tdis kahendpuuks muudetud koopia.
Vt néide joonisel 11.

6.24. Loetleda (tippude jéarjenditena) kdik teed antud kahendpuus juurtipust
lehttippu.
6.25. Antud on kahendpuu ja selle iiks tipp.
(a) Loetleda tipud teel juurtipust selle tipuni.
(b) Loetleda tippude mérgendid, mis korduvad teel juurtipust selle tipuni.
6.26. Antud kahendpuus lisada iga tipu margendile selle tipu siigavus (sulgu-
des).
6.27. Leida antud kahendpuus
(a) korgeima lehttipu siigavus;
(b) antud tipule (iiks) 1ahim alam-lehttipp.
Vt néide joonisel 12.
6.28. Luua uus kahendpuu, mis saadakse antud kahendpuust selle koigi téis-

tippude madalama haru &raldikamisel.
Vt ndide joonisel 13

6.29. Antud kahendpuu kbigis tippudes paigutada suurema tippude arvuga ha-
ru vasakuks ja vdiksema tippude arvuga haru paremaks alampuuks (vordse tippu-
de arvuga alampuid ei vahetata).

Vt néide joonisel 14.
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Joonis 12: Kahendpuu koérgeima lehttipu (B) siigavus on 1, tipu C ldhim alam-
lehttipp on G.

6.30. Kahendpuu vasak raag on tee puu juurtipust vasakpoolseima (st kesk-
jarjestuses esimese) tipuni, parem raag — tee puu juurtipust parempoolseima (st
keskjérjestuses viimase) tipuni.

Leida antud kahendpuu raagudest pikema tippudes olevate arvude korrutis.
Kui raod on vordse pikkusega, siis kasutada paremat raagu.

Vt néide joonisel 15.

6.31. Antud kahendpuu raagudele mittekuuluvate (n6 “iilaltvaates kaetud”)
tippude margenditele lisada térn.
Vt néide joonisel 16.

(" =

Joonis 13: Parempoolne saadud vasakpoolsest selle tiistippude madalamate haru-
de 16ikamise teel.
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o =4

Joonis 14: Alumine kahendpuu saadud iilemisest iilesande 6.29 kohaselt.

6.32. Luua uus kahendpuu, mis saadakse antud kahendpuust tépselt iihe allu-
vaga vahetippude ahelate “kokku tdmbamisel”, st dra kaotamisel, kusjuures vot-
med kaotatava ahela tippudest liidetakse seda ahelat 16petava tipu (téis- voi leht-
tipu) votmele.

Vt néide joonisel 17.

6.33. Leida antud kahendpuu vasaku haru parempoolseim tipp (kui vasak haru
ei ole tiihi) ja parema haru vasakpoolseim tipp (kui parem haru ei ole tiihi) ning
nende tippude siigavused antud kahendpuus.

Vt néide joonisel 18.

6.34. Leida antud kahendpuu pikimal juurtippu lehttipuga {ihendaval teel asu-
vate tippude vOotmete summa. Kui on mitu pikimat teed juurtipust lehttippudesse,
siis valida see, mille lehttipp on vasakpoolseim.

Vt néide joonisel 19.

6.35. Antud kahendpuus leida tépselt {ihe vahetu alluvaga tippude arv.
Vt néide joonisel 20.

6.36. Luua antud kahendpuu koopia, omistades iga tipu votmeks suurema
(vordse) selle kahe alampuu tippude vStmetest.
Vt nédide joonisel 21.
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e =

Joonis 15: Pikemal (parempoolsel) raol olevate arvude korrutis on 270.

s =

Joonis 16: Ulaltvaates kaetud tipud mérgitud térniga.
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Joonis 17: Alumine saadud iilemisest iilesande 6.32 kohaselt.

Joonis 18: Vasaku haru parempoolseim tipp on I siigavusega 3. Parema haru va-
sakpoolseim tipp on K siigavusega 1.
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s =

e =

Joonis 19: Votmete summa pikimal teel juur=-leht on 18 (=4+5+3+1+35).
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Joonis 20: Selles kahendpuus on 3 iihe alluvaga tippu.
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\\
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Joonis 21: Ulal: antud kahendpuu. All: selle koopia, kus tipu vétmeks omistatud
alampuude tipuarvudest suurem.
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e =4

Joonis 22: Naabrite méargendid vahetatud {ilesande 6.37 kohaselt.

6.37. Luua kahendpuu, mis on saadud etteantud kahendpuust téistippude al-
luvate tipumargendite vahetamisel. Vt ndide joonisel 22.

6.38. Kontrollida, kas antud kahendpuus leidub tipp, millel on kaks iihe ja
sama mérgendiga alluvat.

6.39. Kahendpuu-kujulise struktuuriga trassil tehakse jérjestikku katseid kii-
lastada 16pp- ehk lehttippe, liikkudes tilemuselt alluvale, iga katset juurtipust alus-
tades. Kahendpuu juurtipus ja igas vahetipus asub kahevalentne foor, milles po-
leb kas roheline v6i punane tuli. Roheline tdhendab, et on lubatud liikuda ainult
vasakule alluvale; punane foorituli lubab liikuda ainult paremale alluvale. Tipu
labimisel muutub foori tuli vastupidiseks: rohelisest punaseks voi punasest rohe-
liseks. Katse loetakse sooritatuks, kui joutakse lehttippu voi tippu, millel puudub
see alluv, kuhu foor lubab liikuda; viimasel juhul foor ikkagi muudab varvi. Enne
esimest katset on foorid lilitatud juhuslikul moel kas roheliseks v6i punaseks.

Induktsiooniga on tdestatav, et trassi mistahes tipp saab kiilastatud etteantud
arv kordi 16pliku arvu katsetega.

Leida, mitu katset 1dheb tarvis, et kokkuvottes oleks kiilastatud antud trassi iga

16pptipp.
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Joonis 23: Antud tdis kahendpuust (vasakul) tasemete kirpimisel saadud kom-
paktne kahendpuu (paremal).

6.40. Antud on téis kahendpuu. Karpida minimaalne arv alumisi tasemeid, et
tulemuseks saada kompaktne kahendpuu.
Vt nédide joonisel 23.

6.41. Leida antud kahendpuu viimasel (stigavaimal) tasemel olevate tippude
arv.

6.42. Leida antud tipu tasemenumber antud kahendpuus.

6.43. Luua etteantud korgusega tdielik kahendpuu, milles tippude mérgendi-
teks on tipunumbrid (nummerdamisel tasemeti, iilalt alla vasakult paremale).

6.44. Kontrollida, kas antud kahendpuu viimasel tasemel leidub tépselt iiks
tipp.

6.45. Antud on arvuliste tippudega kahendpuu ja arv k. Koostada antud ka-
hendpuu koopia, seejuures paarisnumbriga tasemetel olevate tippude votmetelele
liita arv k. Vt ndide joonisel 24, kus liidetav k = 1.

6.46. Antud on tasemenumber m. Loetleda antud kahendpuu m-ndal tasemel
olevad tipud jarjekorras paremalt vasakule. Vt ndide joonisel 25.

6.47. Luua kahendpuu, mis saadakse antud kahendpuust etteantud arvust suu-
rema siigavusega osade draldikamisel. Vt ndide joonisel 26.
6.48. Loetleda antud kahendpuu lehttipud tasemete kaupa, taseme siigavuse
(a) kasvamise jérjekorras;

(b) kahanemise jérjekorras.
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6.49. Antud kahendpuus leida lehttippude arv kdrgeimal lehttippe sisaldaval
tasemel. Vt ndide joonisel 27.

6.50. Kahendpuu laiuseks nimetatakse arvu 1+ hv+hp, kus hv on selle kahend-
puu vasaku haru korgus ja hp — parema haru korgus.

Kahendpuu diameeter on suurim selle koikide alampuude laiustest.

Leida antud kahendpuu (iiks) suurima laiusega (st diameetrit maérav) alam-
puu. Lisada térn leitud alampuu juurtipu méargendile; samuti margistada térniga
selle mélemas harus {ihe pikima tee tipud.

Vt nédide joonisel 28.

s =

Joonis 24: Alumine kahendpuu on iilemise koopia, kuid arvudele tasemetel O ja 2
on liidetud 1.
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Tipud tasemel nr 3: PNIFD
Tipud tasemel nr 0: A

Joonis 25: Kahendpuu tippude loetelusid iilesande 6.46 kohaselt.

Joonis 26: Alumiste tasemete kdrpimine.
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Joonis 27: Korgeimal lehttippe sisaldaval tasemel on 2 lehttippu (Cja I).

Joonis 28: Kahendpuu diameetriga 8 (vt ka iilesanne 6.50).



7. Lisa: rekursioon

I Moisteid

Rekursiivne stiil on programmeerimistehnika, kus sisendparameetri(te)ga méaéa-
ratud ilesanne taandatakse samasugus(t)ele, aga vdiksema sisendparameetri(te)
mahuga {ilesandele (iilesannetele). Voimalik on ka olukord, kus rekursiivsel la-
hendusprotseduuril (vo6i -funktsioonil) parameetreid pole, kuid selliseid me kées-
olevas ei kisitle.

Rekursiivne 1dhenemine on alternatiiviks paremini tuntud iteratiivsele stiili-
le, kus sellist viiksema mahuga alamiilesannetele taandamist ei toimu, vaid iiles-
ande lahendus kirjeldatakse tsiikli(te) abil.

Triviaalsed iilesanded (nagu néiteks kahe arvu summa leidmine) on muidugi
programmeeritavad ilma mingit spetsiifilist stiili jirgimata.

7.1. Koostada Java-meetod
(a) massiivina antud jarjendi,
(b) antud sone

transpositsiooni leidmiseks. Hinnata koostatud meetodis kasutatava abimélu mah-
tu.

(Jarjendi a transpositsioon: jirjend a, milles elementide vaartuste jarjestus on
muudetud esialgsele vastupidiseks. S6ne s transpositsioon: séne s’, mis koosneb
sone s vastupidises jérjestuses paigutatud siimbolitest.)

Selle iilesande (variant a) iteratiivse lahenduse néide:

static void transponeeridalter(int[] a){// iteratiivne
// Antud: arvujdrjend massiivina a
// Tulemus: jarjend a transponeeritud kohapeal,
// st kasutades vaid tokestatud mahuga lisamdlu
// Idee: vahetada omavahel jarjendi algusest ja lopust
// ithekaugel olevad arvud
int i = 0, j = a.length-1; // vahetatavate indeksid
while(i < j){
// vahetada a[i] ja a[j]:
int x = a[i];

a[i] = aljl;
aljl = x;

// muuta indeksid:
i++; J-3

}

}//transponeeridalter

Abimalu moodustavad parajasti 3 lihtmuutujat, nimelt i, j ning x.
Teise iilesande (variant b) iteratiivse lahenduse naide:
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static String transponeeridalter(String s){// iteratiivne
// Antud: sbne s
// Tulemus: tagastatakse sbne s transpositsioon (peegeldus)
// Rakendusega
// s = transponeeridalter(s);
// saab sbne s uueks vddrtuseks argumendi s transpositsioon
int n = s.length();
char[] a = new char[n]; // abimassiiv
for(int i = 0; 1 < n; i++)
al[i] = s.charAt(n-1-i);
return new String(a);
}//transponeeridalter

Abimalu moodustavad siin kaks lihtmuutujat, n ja i, pluss abimassiivi n elementi.
Demonstreerime alljargnevas rekursiivses stiilis Iihenemist noutud meetodite
koostamisele ja toome esile seonduvaid moisteid.

Moisted: baasjuht, rekursiivne funktsioon, rekursiivne protseduur, sisendpa-
rameeter, sisend-viljundparameeter, rekursiivne protseduur-funktsioon

Olgu iilesandeks arvujérjendi transponeerimine (elementide jarjekorra vastupidi-
seks muutmine). Uks voimalik rekursiivse 1dhenemise idee:

fla) =[x, f(b),y] (1)

kus x on a viimane element, y on a esimene element ja b on a ilma esimese ja
viimase elemendita.

Niéide:
=13,5,2,4,7]
x=17
y=3
b=1[52,4]
f[b] = [47275]
f(a):[ f(b) 3] [742’553]
Paneme tdhele, et f(b) arvutatakse jargmiselt:
b=1[5,2,4]
X =4
Yy =5
b =1[2]
f(b) =4, f1V'],5]
Siiski, f(b") omakorda arvutamisel jadksime hétta:
b'=1[2]
X'=27?
y// —279
bl/ — [] ')

f@") =177
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See tdhendab, et rekursiivse funktsiooni definitsioon (1) on puudulik. Vajalik
on lisada nn baasjuht — funktsiooni vairtuse arvutamine juhul, kui parameetri-
na antud andmete maht on juba nii vdike, et tulemus on saadav ilma jirjekordse
rekursiivse rakenduseta. Antud néiites on selleks juht, kus transponeeritavas ldhte-
jarjendis on vaid iiks element; tulemuseks on siis antud jarjend ilma muutusteta.
Tegelikult ei vaja transponeerimist ka lausa tiihi jarjend (selleni joutaks, kui lahte-
jérjendis oleks paarisarv elemente). Seega jarjendi a = (ao,a1,...,a,—1) korrektne
transponeerimise rekursiivse funktsiooni definitsioon on:

(an—1,f(b),ap), kui a elementide arv n > 1,
fla) =
a, vastasel korral
kus b = (al, e ,anfz).
Kui spetsifitseeriksime transponeerimise funktsiooni Java-meetodina:

static void transp(int[] a)

// Antud: jarjend (massiivina) a -- ldhtejidrjend,

// mis tuleb transponeerida

// Tulemus: antud jadrjend transponeeritud

// (elementide jarjekord muudetud vastupidiseks)

siis oleks andmemaht fikseeritud vérdseks jarjendi pikkusega ja sama meetodit
(kahe vorra) vdiksema andmemahuga ei ole voimalik selles meetodis rekursiivselt
rakendada.

Soovitava rekursiivse meetodi peab kirjeldama iildisemalt, jattes ka voimaluse
andmemaht no parametriseerida. Niiteks:

static void transponeeridaRek(int[] a, int i, int j){

// Antud: arvujdrjend massiivina a ja indeksid i, j sellel
// Tulemus: jarjendi alamjarjend a[i..j] transponeeritud

// Idee: vahetada omavahel a[i] ja a[j] vadadrtused,

// seejdrel transponeerida nende vahele jdav osa
// Rakendamine terve massiivi a transponeerimiseks:

// transponeerida(a, 0, a.length-1);

// baasjuht:
if(i >= j) // osas a[i..j] on vdhem kui 2 elementi
return; // midagi ei tule teha

// vahetada a[i] ja a[j]:
int x = a[i];

al[i] = a[jl;

aljl =x;

transponeeridaRek(a, i+l, j-1);

}//transponeeridaRek
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Siinkohal margime, et rekursiivsete meetodite korral on nii mahulise kee-
rukuse (abimélu vajaduse) kui ka ajalise keerukuse hindamine moénevorra ras-
kem, vihem lébindhtav kui iteratiivsetel juhtudel. Naiteks, iilaltoodud meetod
transponeeridaRek kasutab abimélu mérksa rohkem kui ainult iiks lihtmuutuja
x: igal rekursiivsel poordumisel vSetakse kasutusele uus mélukoht selle muutuja
jaoks (vabaneb alles sellest poordumisest valjumisel). Mahulist keerukust vihen-
daks muutujast x loobumine — kui kahe elemendi véartuse vahetamiseks kasutada
eraldi meetodit, nt

void vahetada(int[]a, int i, int j).

Kahjuks kaasneks sellega omakorda transponeerimismeetodi to6kiiruse moninga-
ne vihenemine.

Paneme téhele, et rangelt vOttes meetod transponeeridaRek ei ole funkt-
sioon, kuna selle rakendamisel mingit vaartust ei tagastata. Rakendamise tule-
museks on parameetri a muudetud vaartus. Tulemuse leidmiseks kasutatakse a
esialgset vaartust ning veel parameetrite i ja j vaartusi.

Taolist realisatsiooni on tdpsem nimetada rekursiivseks protseduuriks. Vii-
mase rakendamisel midagi ei tagastata; parameetriteks on peale sisendpara-
meetrite (mille vaartusi kasutatakse argumentidena) veel iiks v6i mitu sisend-
valjundparameetrit, mille protseduuri sisenemisel antud véartust kasutatakse ar-
gumendina ja millele protseduuri t66 kédigus omistatakse leitud (tulemuse) vaéar-
tus. Protseduuril voivad olla ka ainult sisendparameetrid, nt juhul kui tulemuseks
on mingi tegevuse (nt printimise) sooritamine.

Rekursiivsel protseduuril transponeeridaRek on parajasti iiks sisend-véljund-
parameeter, milleks on a.

Monel juhul v6ib olla tegemist ka no sega-realisatsiooniga — rekursiivse
protseduur-funktsiooniga, kus, lisaks sisend-véljundparameetri (uuele) vaartu-
sele vOi soovitava tegevuse sooritamisele, mingi osa tulemusest moodustab kisuga
return tagastatav vaartus.

Rekursiivse meetodi (funktsiooni) séne transpositsiooni leidmiseks saab esi-
tada erakordselt lakooniliselt:

static String transponeeridaRek(String s){// rekursiivne

// Antud: sOne s

// Tulemus: tagastatakse sdne s transpositsioon (peegeldus)
// Rakendusega

// s = transponeeridaRek(s);

// saab sdne s uueks vddrtuseks argumendi s transpositsioon

// baasjuht:
if(s.length() == 0) // antud on tiihi sone

return ; // tulemuseks on tithi sone
return transponeeridaRek(s.substring(1l)) + s.charAt(0);

}//transponeeridaRek
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Naide on opetlik, sest tegemist on olukorraga, kus véliselt lihtsa rekusiivse mee-
todi t606 aeg kasvab andmemahu (siin: transponeeritava séne pikkuse) kasvamisel
vaga kiiresti. Olenevalt sdne pikkusest voib see meetod olla kiimneid ja isegi
sadu kordi aeglasem, vorreldes vastava (eespool toodud) iteratiivse meetodiga
transponeeridalter. Pohjus on selles, et rekursiivse t66 kédigus luuakse siin “oh-
jeldamatult” uusi sonesid-vahetulemusi — uute rekursiivsete valjakutsete tarvis.

Moisted: unaarne rekursioon, sabarekursioon, binaarne rekursioon

7.2. Programmeerida Java-meetod massiivina antud arvujirjendi elementide
summa arvutamiseks, kui rekursiooni skeemiks on

(@)
£ 0, kui a on tiihi jdrjend,
a) =
ap+ f(b), vastasel korral

kus b on a ilma esimese elemendita;

(b)

0, kui a on tiihi jirjend,
f(a) = < ap, kui a on iiheelemendiline jérjend,
F(B)+ f(b"), kui jarjendis a on rohkem kui 1 element

kus 4’ on jarjendi a esimene pool ja b” selle teine pool.

Ulesande 7.2(a) lahendus rekursiivse funktsioonina:

static double summa(double[] a, int i){

// Antud: jdrjend massiivina a ja iiks indeks i sellel

// Tulemus: arvutatakse ja tagastatakse antud jarjendi

// elementide summa alates elemendist a[i] kuni a 1&puni

// baasjuht:
if(i == a.length) // liidetavaid ei ole
return 0.0; // 0 elemendi summa

return a[i] + summa(a, i+1l);

}//summa

Siin on tegemist unaarse rekursiooniga (ehk lineaarse rekursiooniga) — re-
kursiivne rakendamine on ette ndhtud ainult {iks kord funktsiooni (v&i protse-
duuri) kehas. Olukorda, kus see ainuke rekursiivne rakendamine toimub funkt-
siooni keha 16pus (viimase tegevusena) nimetatakse sabarekursiooniks (ingl k
tail-recursion).

Jargnev Java-meetod kujutab endast jarjendi summa leidmise rekursiivset
protseduuri:
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static void summa(double[] a, int i, double[] s){
// Antud: a - jarjend massiivina

// i - iks indeks jarjendil

// s - ilheelemendiline list s, mille ainsa elemendi
// s[0] vdartuseks on summa a[0] + ... + a[i-1]
// Tulemus: s[0] = a[0] + ... + a[i-1] + a[i]

// Sisendparameetriteks on a ja i
// Sisend-vdljundparameetriks on s
// Rakendamine:

// double[] s = new double[1l];
// summa(a, 0, s);
//  ————— siin s[0] vddrtuseks on a elementide summa

if(i < a.length){
s[0] += a[i++];
summa(a, i, s);
}

// baasjuht: i >= a.length, siis ei tee midagi

}//summa

Mérgime, et sabarekursiooniga protseduur on tditmiskéigult viga ldhedane itera-
tiivsele, tsiiklina esitatud tegevusele, antud juhul néiteks Java-meetodile

static double summa(double[] a){
// Antud: jdrjend massiivina a
// Tulemus: tagastatakse a elementide summa
double s = 0.0; int 1 = O;
while(i < a.length)
s += a[i++];
return s;
}//summa

Kuid binaarse rekursiooni juhul, kus funktsiooni voi protseduuri kehas on et-
te ndhtud rekursiivne véljakutse kahel korral, ei pruugi (loomulikku) iteratiivset
analoogi alati leidudagi.

Esitame selle jaotise 16puks veel paar binaarse rekursiooni ndidet.

Ulesande 7.2(b) lahendus rekursiivse funktsioonina:

static double summaBin(double[] a, int i, int j){

// Antud: arvujdrjend massiivina a ja indeksid i, j sellel
// Tulemus: tagastatakse alamjarjendi a[i..j] summa
// Idee: jarjendi a[i..j] poolitamine,
// jarjendi summa = selle poolte summade summa
if(d > j)

return O;
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if(d == J)
return a[i]l;
int k= (1 + j) / 2; // a keskmise elemendi indeks
return summaBin(a, i, k) + summaBin(a, k+1, j);
}//summaBin

Esitame siinkohal veel iihe sabarekursiooniga Java-meetodi:

static int fibo(int n, int i, int a, int b){

// Antud: n -- otsitava Fibonacci arvu number, n != 0
// i -- parajasti leitava Fibonacci arvu number
// a —- eelmine leitud Fibonacci arv

// b -- iile-eelmine leitud Fibonacci arv

// Tulemus: tagastatakse Fibonacci arv jarjekorranumbriga n
// Rakendamise ndide (printida Fibonacci arv nr 11):
// System.out.println(fibo(11, 0, 0, 1));

int ¢ = a + b; // jargmine Fibonacci arv

// baasjuht:
if(i == n) // jooksev nr = vajalik nr
return c;

return fibo(n, i+l, c, a);

}//fibo

Selles arvestatakse, et Fibonacci arvud moodustavad arvujada, kus kaks esimest
(jarjekorranumbritega 0 ja 1) on arvud 0 ja 1 ning iga jirgmine arv on eelmise
kahe arvu summa.

Moiste: rekursioonipuu

7.3. Leida antud jarjekorranumbriga Fibonacci arv.

Fibonacci jada defineeritakse rekurrentse seosega

Fo=F_1+F_2

algtingimustel Fp, =0ja F| = 1.
Ehk siis:
0, kuin=0,

F,=11,kuin=1,
F, 1+F, > kuin>1

Uks voimalus (kuigi arvutuslikult ebaefektiivne) konkreetse F, arvutamiseks
on molema vajaliku liidetava, F,_; ja F,_, leidmiseks rakendada omakorda (st re-



7. LISA: REKURSIOON 103

kursiivselt) seda sama funktsiooni. Niimoodi toimiv, binaarse rekursiooniga Java-
meetod nédeb vilja jirgmine:

static int fibo(int n){
// Antud: n, n >= 0
// Tulemus: tagastatakse Fibonacci arv jdrjekorranumbriga n

// baasjuht:
if(n <= 1) // non O voi 1
return n;

return fibo(n-1) + fibo(n-2);

}//fibo

Miérgime, et tagastuskisk teostatakse alles siis, kui on leitud védartus avaldise-
le fibo(n-1) + fibo(n-2). Selle vairtus aga leitakse jargmiste to6operatsioo-
nide jarjest teostamisel:

1) taidetakse rekursiivne véljakutse fibo(n-1);
2) taidetakse rekursiivne valjakutse fibo(n-2);

3) liidetakse véljakutsetel saadud kaks arvu ja tagastatakse see summa fibo(n)
vaartusena.

Rekursioonipuu konstrueeritakse mingi rekursiivse funktsiooni f (voi rekur-
siivse protseduuri) jaoks, selgitamaks, mis jarjekorras ja milliste sisendparameet-
ri(te) vaartus(t)ega toimuvad funktsiooni (protseduuri) rekursiivsed valjakutsed
selle konkreetse rakenduse, st konkreetsete sisendandmete korral.

Rekursioonipuu

e tippudeks on funktsiooni/protseduuri viljakutsed fikseeritud parameetri(te)l;
tipu mérgendina naidatakse iga (sisend)parameetri nimi ja selle konkreetne
vaartus;

e tipu ¢ {ilemuseks rekursioonipuus on tipp, millest on algatatud tipus ¢ olev
valjakutse;

e servad rekursioonipuu joonisel esindavad alluvussuhteid (nagu puude joonis-
tel tavaks).

Funktsiooni fibo rekursioonipuu, kui konkreetselt arvutatakse fibo(4), on
kujutatud joonisel 29.

Rekursioonipuu lehttipuks on funktsiooni/protseduuri f rakendus baasjuhul.
Binaarse rekursiooni korral on rekursioonipuuks kahendpuu, kus vasak alluv vas-
tab esimesele, parem - teisele rekursiivsele valjakutsele. Kahendpuuna kujutatud
valjakutsete jalgimine tehakse tavaparasel ldbimise viisil: esmalt minnakse vasa-
kusse harusse; kui terve vasak haru on ldbitud, siis jaitkatakse parema alluva ja
selle vasaku haruga. Edaspidi, kui on tegemist rekursiivse funktsiooniga (mitte
protseduuriga), siis saab puu servadel ndidata ka véljakutse tditmise jérel tagasta-
tavaid funktsiooni vaartusi (suunaga alt iiles), nagu nt joonisel 30.
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Joonis 29: Funktsiooni fibo(n) rekursioonipuu argumendil n = 4.

Joonis 30: Funktsiooni fibo(n) rekursioonipuu koos tagastatavate vaartustega.

7.4. Koostada iiks unaarse ja {iks binaarse rekursiooni skeem, kirjeldamaks jar-
jendi elementidest vdhima ja suurima véartuse leidmist. Programmeerida nende
pohjal kaks rekursiivset Java-meetodit.

II Binaarse rekursiooni rakendusi

Binaarse rekursiivse funktsiooni voi protseduuri koostamise vajadus voib otse-
selt tuleneda nii {ilesande piistitusest (nagu nt Fibonacci arvude juhul) kui ka
asjaolust, et muul viisil (nt iteratiivsel moel) on antud iilesande lahendamine olu-
liselt keerukam.

Jargnevalt kirjeldame néidete varal printsiipi, mis véimaldab samm-sammult
konstrueerida etteantud iilesannet lahendavat rekursiivset programmi. Seejuures
koostame skeemi, mis viljendab ,tavaelule sarnanevat“ koikide variantide siis-
teemset iilevaatust nende t66tlemise jarjekorras. POhieesmérgiks on saavutada
olukord, kus skeemina esitatud vdimalused jagunevad {iihetaolisel viisil skeemi
igas punktis; st skeemiks on tegelikult rekursioonipuu. Seejirel proovime koosta-
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jaotamine esimese

Q - biti jargi
Q ' Q jaotamine teise

TR S| biti jargi, kui

Co
Qf’ \Q Q '\Q esimene on 0’
0y

o
A ¢ ¢y ¢
OOO00O0OOO
Joonis 31: Voimaluste jaotamise skeem bitikolmikute korral.

da seda variantide osadeks jaotavat t6Oprotsessi (rekursioonipuud) jargivat rekur-
siivset programmi.

7.5. Koostada Java-meetod printimaks koik n-bitised bitivektorid. Arv n antakse
meetodi sisendparameetrina.

Lahendus. Kéikide variantide jaotusreegliks voiks olla see, et algul valjastame
koik need bitivektorid, mis algavad ’0’-iga ja seejérel need, mis algavad ’1’-ga.
Omakorda koikide nende seas, kus esimene bitt on ’0’, peame nende véljas-
tamisel kehtestama mingi seaduspira. Ndeme, et siingi sobib eelkirjeldatud reegel,
et kdigepealt need, kus teine bitt on ’0’ ja seejérel need, kus teine bitt on "1’.
Kui tahame véljastada ekraanile k&iki selliseid bitijadasid, siis on loomulik se-
da teha lehttippudes. Seega vajame funktsiooni argumendiks juba ,valitud“ bitte:
Joonisel 31 on kujutatud voimaluste jaotamine rekursioonipuus juhul n = 3.
Ulesannet lahendavas vastavas Java-meetodis 16petame t66 harus vaid siis,
kui valitud bitte esitava jéarjendi pikkus on 3. Muudel juhtudel teostame rekursiiv-
sed véljakutsed. Kokkuvéttes, kéigi bitikolmikute printimise meetod on jargmine:

static void bitiv3(String tee){
// Antud: tee -- senini leitud bitivektori osa (sdnena)
// Tulemus: prinditud kéik bitivektorid pikkusega 3
// Rakendamine: bitiv3("");

// baasjuht:

if(tee.length() == 3){ // tee on juba 3-bitine

System.out.println(tee);
return;

}

bitiv3(tee+’0’); // jargmisena lisame nulli
bitiv3(tee+’1’); // jargmisena lisame iihe

}//bitiv3
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Sellest saame hdlpsasti iildise iilesande (7.5) lahenduse:

static void bitiv(int n, String tee){

// Antud: n - néutud bittide arv

// tee -- senini leitud bitisoéne

// Tulemus: prinditud kéik bitivektorid pikkusega n
// Idee: kui tee on n-bitiline, siis vidljastud;

// vastasel korral sooritatud see protseduur
// 0-ga pikendatud tee korral, seejarel
// 1-ga pikendatud tee korral

// Rakendamine: bitiv(n, "™);

// baasjuht:
if(tee.length() == n){ // tee on juba n-bitine
System.out.println(tee);
return;

}

bitiv(n, tee+’0’); // jargmisena lisame nulli
bitiv(n, tee+’1’); // jargmisena lisame iihe

}//bitiv

Tegemist on rekursiivse protseduuriga, sest midagi ei tagastata.

7.6. Koostada Java-meetod printimaks kdik sellised 30-bitised bitivektorid, mil-
les on tépselt 2 {ihte (st *1’-bitti).

Vihje. Kontrollides ’1’-bittide arvu alles 30-ndal tasemel kaotataks oluliselt
tookiiruses.

7.7. Koostada Java-meetod, mis prindib jarjendina antud hulga koéik alamhul-
gad.

Lahendus. Voimaluste jaotamine on siin sarnane kéigi bitivektorite generee-
rimise iilesandele. Ndeme, et jirjendi a koik alamhulgad saame jaotada kaheks
vastavalt sellele, kas element aqy kuulub véi ei kuulu valikusse. Nende mélema
jaotuse sees saame omakorda jaotada vbimalusi vastavalt sellele, kas a; kuulub
valikusse v6i mitte jne.

Seega koostatav funktsioon vajab kolme argumenti:

e a —vaadeldav jarjend;

e tee - jirjend valitud elementide salvestamiseks (viljastatakse lehtti-
pus);

e i — tasemenumbri loendur jarjendi elemendi indeksi fikseerimisel.

Rekursioonipuu juhula = [5,6,7], i = 0, tee = [] on (osaliselt) kuju-
tatud joonisel 32. Vastav rekursiivne Java-meetod:
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static void alamhulgad(int[] a, int i, List<Integer> tee){
// Antud: a - ldhtehulk jadrjendina,

//
//
//
//
//
//
//
//
//

i - selle elemendi indeks jarjendis a,
mis tuleks lisada alamhulgale tee
tee - jooksvalt tdiendatav alamhulk listina
Tulemus: prinditud koéik a alamhulgad
Idee: prinditakse tee, kui sellele midagi lisada pole;
vastasel korral sooritatakse see protseduur
tee korral, seejdrel a[i]-ga pikendatud tee korral,
andes molemal juhul uue,
vaadeldava elemendi indeksiks i+l

// baasjuht:

if(i == a.length){ // i on joudnud a 16ppu
System.out.println(tee);
return;

}
alamhulgad(a, i+l, tee); // ei vota al[i]-d

// votame a[i] (lisame selle listi tee koopia ldppu):
tee = new ArrayList<Integer>(tee);

// NB! tee on niilid uus koopia parameetrist tee
tee.add(a[i]);

alamhulgad(a, i+l, tee);

}//alamhulgad

Rakendamise néide: kédsuga

alamhulgad(new int[]{5,6,7}, 0, new ArrayList<Integer>());

prinditakse:
[]
[7]
[6]
(6, 7]
[5]
[5, 7]
[5, 6]
[5, 6, 7]

Binaarse rekursiooni skeemi alusel saab lahendada niiteks ka jargmised prog-
rammeerimisiilesanded.

7.8. Koostada Java-meetod printimaks antud arvujirjendi koik sellised osajér-
jendid, mille elementide summa jé&b 16iku [90, 100].
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tee=[]

a=[5,6,7]i=2
tee=[5, 6]

a=[56,7]i=3

a=[5,6,7]i=3
tee=[5]

tee=[5, 6]

a=[5.6,7] i:3‘

tee=[5, 7] tee= [5, 6, 7]

a=[5, 6, 7] izs‘

Joonis 32: Protseduuri alamhulgad(a,i,tee) rekursioonipuu (osaliselt).

7.9. Koostada Java-meetod printimaks antud arvujirjendi sellise osajérjendi
elementide summa, mis iiletab arvu 100 voimalikult véhe, olles parimal juhul sel-
lega vordne.

7.10. Koostada Java-meetod, mis leiab antud jérjendi a pikima kasvava
(a) alamjarjendi;

(b) osajarjendi.

III Ternaarne rekursioon

Tegemist on juhuga, kus protseduuri v6i funktsiooni kehas néhakse ette kolm selle
rekursiivset véljakutset.

7.11. Koostada rekursiivne Java-meetod, mis tagastab arvu, mitmel eri viisil
saab iiles minna n-astmelisest trepist, kui iga sammuga voib votta iihe, kaks voi
kolm astet.

Lahendus 1. Selle tilesande lahendamise rekursiivne funktsioon s(n) on disainitav
jargmise {ilalt-alla arutelu pohjal.

Olgu n > 3 trepi astmete arv. On péris selge, et viimasele astmele (nr n) jou-
takse

(1) kas eelviimaselt (nr n — 1) astmelt, vottes {ihe astme;
(2) voi eel-eelviimaselt (nr n — 2) astmelt, vottes kaks astet;
(3) voi eel-eel-eelviimaselt (nr n — 3) astmelt, vottes kolm astet.

Rohkem voimalusi ei ole. Seega eri viiside arv, kuidas saab jouda astmele nr n,
avaldub kolme liidetava summana x + y + z, kus

(1) x on erinevate viiside arv, kuidas saab jouda astmele nr n — 1;
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(2) y on erinevate viiside arv, kuidas saab jéuda astmele nr n —2;
(3) z on erinevate viiside arv, kuidas saab jouda astmele nr n — 3.

Liidetavad on aga arvutatavad rekursiivselt:

(1) x=s(n—1);
(2) y=s(n—-2);
3) x=s(n—3).

Baasjuhud, kui n < 3:
s(1) = 1 — ainult vottes iihe astme,
s(2) =2 —vottes 2 ja 1, voi 1 ja 2 astet,
s(3) =4 — vottes astmeid 1,1,1 vo6i 1,2 voi 2,1 voi 3.
Arutelu tulemusena saame jargmise rekursiivse Java-meetodi:

static int s(int n){

// Antud: trepi astmete arv n > 0

// Tulemus: tagastatakse arv, mitmel erineval moel saab iiles
// minna n-astmelisest trepist, kui iga sammuga

// vOib votta iihe, kaks voi kolm astet

// baasjuht:
switch(n){
case 1:
return 1;
case 2:
return 2;
case 3:
return 4;

return s(n-1) + s(n-2) +s(n-3);

¥/ /s

Lahendus 2. Skeemi saamiseks teeme 14bi variantide ldbivaatuse mingil para-
meetri vaartusel, olgu n = 4. Olemaks kindlad, et koik {ilesminemised saavad vaa-
deldud, jaotame need esimese sammu pikkuse jérgi. See tdhendab, et koigepealt
késitleme need voimalused, kus esimese sammu pikkus on 1, seejirel voimalused,
kus esimese sammu pikkus on 2 ja 16puks voimalused, kus esimese sammu pikkus
on 3 (joonis 33). Puu tipu mérgendiks paneme veel astuda olevate trepiastmete
arvu ja kaare margendiks kasutatava sammu pikkuse.

Juhud, kus esimene samm on pikkusega 1, jaotuvad teise sammu jérgi nagu
joonisel 34. Jitkates edasi, saame tdieliku voimaluste puutaolise skeemi (joonis
35).

Nieme, et igas hargnemiskohas (skeemi tipus) kéditume iihetaoliselt, harude
arvon 1...3 ja see soltub veel astumata astmete arvust.
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jaotamine

) esimese sammu
/@ g pikkuse jargi

Joonis 33: Voimaluste jaotamine esimese sammu pikkuse jérgi.

VoGO

T w

jaotamine
teise sammu
pikkuse jargi

Joonis 34: Voimaluste jaotamine teise sammu pikkuse jargi (juhul, kui esimese
sammu pikkus oli 1).

2L

/ =\ o L

1

/ L

al o
0

Joonis 35: Voimaluste jaotamise skeem trepist {ilesminemisel.
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Joonis 36: Véljakutse s(4) rekursioonipuu koos tagastatavate véaartustega.

Loodud skeemi jargi variante késitledes peame vaid teadma, mitu trepiastet
on veel {iles astuda. Seega seda skeemi ldbiva rekursiivse funktsiooni parameetriks
on arv, mis iseloomustab, mitu astet on veel astuda.

Ulesande piistitusest lihtuvalt ei pea me haru 16ppemisel midagi viljastama,
meid huvitab vaid erinevate {ilesminemiste arv. Seega loodav rekursiivne funkt-
sioon peab véljakutsetel, mille tditmisel ,,t06 10peb“, tagastama arvu 1; tilejddnud
juhtudel tagastama harude ,,vairtuste“ summa (joonis 36).

Vottes baasjuhtudeks parameetri n vaartused 1, 2 ja 3, saame arutelu tulemu-
sena samuti tilaltoodud rekursiivse Java-meetodi s(int n).

Jooniste selguse huvides jatame edaspidi dra servadel asetsevad tagastamist
iseloomustavad nooled.

Tahelepanek. Mitte just vdga sportlik tavainimene korraga rohkem kui 2 astet
ei vota. Ulalesitatud rekursiivse meetodi s(n) saab holpsasti kitsendada funkt-
siooniks

static int s_1_2(int n){

// Antud: trepi astmete arv n > 0

// Tulemus: tagastatakse arv, mitmel erineval moel saab iiles
// minna n-astmelisest trepist, kui iga sammuga

// vOoib votta iihe voi kaks astet

// baasjuht:
if(n <=2) // non 1 voi 2
return n;
return s_1 2(n-1) + s_1_2(n-2);
Y/ /s 1.2
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Huvitav on see, et meetod s_1_2(int n) on peaaegu sama, mis Fibonacci ar-
vu number n arvutamise rekursiivne meetod, vt tilesande 7.3 lahendus fibo(int
n). Ainult s_1_2(n) = fibo(n+ 1), kui n > 0. Seega, seistes trepimarsi (ehk astmes-
tiku) ees, kus on nt 11 astet, voib inimene kindel olla, et iilesmineku voimaluste
arv (kui korraga votta kas 1 voi 2 astet) on Fj,, mis on 144. Seega siin veel iiks
naide Fibonacci arvude esinemisest tavaelus.

7.12. Modifitseerida eelmise iilesande lahendusprogramm nii, et see prin-
diks ka k&ikvéimalikud trepist iilesminemised. (Tulemuseks seega protseduur-
funktsioon.)

Lahendus. Ilmselt on moistlik iihel teekonnal kasutatud sammud véljastada siis,
kui eeltoodud skeemi jérgiv funktsioon on joudnud lehttipuni. Selleks, et lehtti-
pus oleks printimiseks vajalik info (nt sénena stimbolitest ’1°,’2’,’3’), peame
sellel teekonnal seni astutud sammud argumendina kaasa viima. Seega on lahen-
dusmeetodi signatuuriks

s(int n, String tee).

Printimine peab toimuma niiiid siis, kui parameeteri n vairtus on kas 1, 2 voi 3.
Kui

e n = 1, siis véljastada tee +17;
e n =2, siis véljastada tee + 7117 ja tee + 727;
e n =3, siis véljastada tee + 1117, tee + 127, tee + 21 ja tee + 3.

Ulejadnud juhtudel (véimalused jagunevad) tuleb kasutatud sammupikkus
argumendina kaasa anda. Saame jargmise meetodi:

static int s(int n, String tee){

// Antud: n -- trepi astmete arv (n > 0),

// tee —- kasutatud sammupikkuste jarjend soOnena

// Tulemus: tagastatakse arv, mitmel erineval moel saab iiles

// minna n-astmelisest trepist, kui iga sammuga

// voib votta ilihe, kaks voi kolm astet;

// tthtlasi prinditud koéik véimalikud sammupikkuste loetelud

// baasjuhud:
switch(n){
case 1:
System.out.println(tee + "1");
return 1;
case 2:
System.out.println(tee + "11");
System.out.println(tee + "2");
return 2;
case 3:
System.out.println(tee + "111");



7. LISA: REKURSIOON 113

System.out.println(tee + "12");
System.out.println(tee + "21");
System.out.println(tee + "3");
return 4;

return s(n-1,tee+"1") + s(n-2,tee+"2") + s(n-3,tee+"3");

Y/ /s
Rakenduse néide:
int n = 4;
System.out.println("Trepist, millel on " + n + " astet, " +
"saab {liles minna jargmiste sammudega: ");
int m = s(n, "");
System.out.println("---———-—-———- \nKokku " +
m + " erinevat voOimalust.");
Prinditakse:

Trepist, millel on 4 astet, saab iiles minna jargmiste sammudega:
1111

112

121

13

211

22

31

Kokku 7 erinevat voimalust.

7.13. Modifitseerida tilalesitatud Java-meetod s(n, tee) nii, et
e see tagastaks koikvoimalikud {ilesminemised sdnede jarjendina;

e selles on vaid 2 baasjuhtu.

IV Multirekursioon

Multirekursiooni erijuhtudeks on ka juba vaadeldud binaarne ja ternaarne rekur-
sioon. Monel keerukamal juhul aga tuleb rekursiivse funktsiooni voi protseduuri
kehas taitmisele muutuv arv (ka suurem kui 3) rekursiivseid véljakutseid, soltuvalt
konkreetsetest sisendparameetri(te) véartustest.

Jéargnevates ndidetes vaatleme permutatsioone ja kombinatsioone véljastava-
te multirekursiivsete protseduuride disainimist. Nendime, et tegemist on 6ppeots-
tarbelise suunitlusega aruteludega. Praktilises programmeerimistoés on moistlik
kasutada vastavaid permutatsioonide ja kombinatsioonide tarkvaralisi generaato-
reid, Pythonis niiteks teegis itertools leiduvaid vahendeid.
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Q B jaotamine 1.

S O stimboli jargi
A’ "n \i

% 1 X,
< 1 N
O/ C) \\Q

Joonis 37: Permutatsioonide jaotamine esimese stimboli jérgi.

Q jaotamine 1.

P T stimboli jargi
X

KT '\'I;\
Ty
jaotamine 2.

. .,' ’\& . - )
<:i> <:>  stmboli jérgi
(kui 1. simbol on’A’)

Joonis 38: Permutatsioonide jaotamine teisel tasemel.

7.14. Kirjutada programm, mis valjastab ekraanile etteantud sone koik permu-
tatsioonid.

Lahendus. Selguse méttes vaatleme variantide jaotamist konkreetse sisendi jaoks,
olgu see ’ATI’. Moistlik variantide jaotamine osadeks voiks siis toimuda nii, et
koigepealt viljastame need jarjestused, mis algavad siimboliga "A’, seejérel need,
mis algavad stimboliga T’ ja lopuks koik stimboliga "I’ algavad (joonis 37).

Juhtumid, kus esimene siimbol on ’A’, saame jaotada vastavalt sellele, kas
jargmine stimbol on T’ v6i "I’ (joonis 38).

Edasi on igas tekkinud harus, iilesande parameetri vairtusest johtuvalt, vaid
iiks voimalus — valida iiks stimbol iiheelemendilisest hulgast. Sellega on niitesdna
permutatsioonide hulk ammendunud (joonis 39).

Nideme, et jaotusskeemi igas harus toimime iihtemoodi — hargnemisel on ha-
rusid tapselt niipalju, kui on neid siimboleid, mida veel pole sellel teel ,valitud®.
Seega hargnemiste haldamiseks mingis tipus on vajalik teada, millised siimbolid
on juba valitud. Kuigi valitutest saab tuletada, millised ei ole valitud, votame iile-
vaatlikuse eesmargil jargmises Python-programmis kasutusele ka sone valimata
siimbolitest.

static void perm(String s, String p){

// Antud: s - permuteeritav sone (millest veel valida)
// p - jdrjekordne loomisel olev permutatsioon
// Tulemus: rakendusega

// perm(s, "");
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Q ’ ~ jaotamine 1.
P ey simboli jargi
X T I
% _— i .
/A/, i \A\IA
Q Q 7: jaotamine 2.
,T { < stmboli jargi
T ! jaotamine 3.

i ,' ,' ! 1 stimboli jargi
Joonis 39: Séne "ATI’ permutatsioonide jaotamise skeem.

// prinditakse s siimbolite permutatsioonid

if(s.length() == 0)
System.out.println(p);

else
for(int i = 0; i < s.length(); i++){

char ¢ = s.charAt(i);
perm(s.substring(0, i)+s.substring(i+l), p+c);
// --- s ilma i-nda siimbolita ¢ --—-
}
}//perm

Paljude {ilesannete puhul tuleb variantide jaotamisprintsiip ise vilja moelda
ja on tipris komplitseeritud. Jargneva iilesande lahendusega esitame veel iihe voi-
maliku jaotamisprintsiibi.

7.15. Koostada Java-meetod véljastamaks k kaupa kombinatsioonid antud jér-
jendist.

Lahendus. Kombinatsioonide arvu n elemendist k kaupa esitab rekurrentne seos

0-%)+G)

algtingimustel (§) =1 ja (7) = 1. Antud valemi jérgi on kiill selle arvu leidmine
lihtne, kuid mitte kombinatsioonide endi leidmine.

Uhte véimalikku jirjendi ag,ay, . .. ,a,_ k kaupa kombinatsiooni kirjeldab osa-
jarjend a;,,aiy,...,a;, kus iy <i <... < i. Kdik kombinatsioonid on siis véimalik
jaotada tihisosata gruppideks vastavalt sellele, milline on selle osajérjendi esimese
elemendi indeksi vaartus i;.

Seega valime k kaupa kombinatsiooni esimese elemendi hulgast {ag,ay,...,a;}
ja iilejadnud k — 1 elementi hulgast a;, 1,...,a,_1:
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1. elemendi valik valime k — 1 jargmist

Alamjarjendist a;1 1, ...,a,—; peame valima tlejadnud k — 1 elementi, selle voi-
maldamiseks peab siis
k—1<n—1—(i+1)+1,

mida lihtsustades saame, et
i<n-—k.
Seega jagunevad koik k-kaupa kombinatsioonid vastavalt osajérjendi esimese ele-

mendi indeksi vadrtusele i; = 0,...,n — k. Kirjeldatud jaotamisprintsiibile vastav
kombinatsioone leidev Java-meetod on jirgmine:

static void kombi(String s, String tee, int k){

// Antud: s - ldhtesone,

// tee - hetkel vdljavalitud siimbolid soénena

// k - mitu siimbolit vaja lisada juba valitutele (tee)
// Tulemus: rakendusega

// kombi(s, "", k);

// prinditakse s siimbolite kombinatsioonid k kaupa

if(k == 0){
System.out.println(tee); // printida jrk kombinatsioon
return;

int n = s.length();
for(int i = 0; i < n-k+1; i++)
kombi(s.substring(i+1l), tee+s.charAt(i), k-1);

}//kombi

Selle protseduuri rekursioonipuus allapoole liikudes muutuvad argumendid
jargnevalt.

e s s[i+1,...] — jirgmiste siimbolite valikut lubame hulgast s;;1,...,5,—1;
e ree > tee + s.charAt(i) — valitud stimboli s; lisame tulemushulka;
e k— k—1-véhendame veel valitavate arvu 1 vorra.
Meetodi naidiskéivituse
kombi("12345", "", 3);
valjundiks on

123
124
125
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134
135
145
234
235
245
345

Kombinatsioone on tegelikult véimalik leida ka binaarse rekursiooniskeemi
jargi.

7.16. Kirjutada meetod, mis prindib etteantud jérjendist k-kaupa kombinat-
sioonid, kasutades binaarset rekursioonipuud.

Lisaiilesanne. Vorrelda kahte kirjeldatud kombinatsioonide leidmise viisi. Kas
need erinevad ajalise keerukuse mottes?

V Generaatori moiste

Eelnevates jaotistes vaatlesime rekursiivseid protseduure, mis véljastavad rea lei-
tud védrtusi, nt bitivektoreid, alamhulki jmt. Praktikas on méarksa suurema taht-
susega protseduurid, mis véljastamise (printimise) asemel genereerivad ehk an-
navad vélja (yield) leitud vaéartusi. Selliseid protseduure nimetatakse generaato-
riteks.

Tutvustame siin Java generaatorklassi indeksite hulga {0,1,...,n — 1} kom-
binatsioonide genereerimiseks. Tegemist on rekursiivse generaatoriga, kus iga in-
deksite k kaupa kombinatsioon saadakse mingist k — 1 kaupa kombinatsioonist
sellele iihe indeksi lisamise teel.

Niiteks, 3 kaupa kombinatsioon (0,2,3) on saadud 2 kaupa kombinatsioo-
nist (0,2) indeksi 3 lisamisel, kombinatsiooni (0,2) laiendamisel. Kombinatsioon
(0,2,4) aga saadakse kombinatsiooni (0,2) laiendamisel indeksiga 4.

Koik kombinatsioonid indeksitest {0, 1,3,4} kahe kaupa: (0, 1), (0, 2), (0, 3),
0,4),(1,2),(1,3),1,4),(2,3), (2,4, (3, 4); kolme kaupa: (0, 1, 2), (0, 1, 3),
(0,1,4),(0,2,3),(0,2,4),(0,3,4),(1,2,3),(1,2,4), (1,3,4, (2,3, 4).

Miérgime, et programmeerimiskeeles Java puudub jooksva véartuse vélja and-
mise késk yield. Seetdttu on generaatorite programmeerimine Javas palju komp-
litseeritum kui nt Pythonis, kus selline késk leidub.

Generaatorklass programmeeritakse Javas tavaliselt abstraktse liideseklassi,
Iterator voi Iterable realiseeringuna (implements). Loomulikult konkretiseeri-
takse seejuures abstraktsed meetodid hasNext () ja next().
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/-k R e Rk kS o S i o i e e e R i i S S b e e o o o

* GENERAATOR-KLASS

* indeksite hulga {0, 1, ..., n-1}
* kombinatsioonide genereerimiseks.
* Realiseerib liidese Iteraator

* Konstruktorile antakse

% n —— mitmest indeksist ja k —- mitme kaupa.
+« Isendimeetod next() annab listina valja jdrjekordse
* kombinatsiooni hulgast {0, 1, ..., n-1} k kaupa.

%« Seda klassi kasutatakse nagu iteraatorit ikka:

* Gen_IndKombin gen = new Gen_IndKombin(n, k);

* List<Integer> komb;

* while(gen.hasNext ()){

* komb = gen.next(); // jarjekordne kombinatsioon

"
*

}//while

RO S R o S kR e ok S o e S o R Rk S S i e S b e e A e S R R ek Sk S S ok b e :’:/

import java.util.Iterator;
import java.util.ArraylList;
import java.util.List;

class Gen_IndKombin implements Iterator<List<Integer>>{

int n; // mitmest

int k; // mitme kaupa

long kombMax; // maksimaalne kombin. arv (n k)
int loe; // senini vdlja antud kombin. arv

List<Integer> laiendatav = new ArrayList<Integer>();
int laiendaja = 0;

Gen_IndKombin gen; // koht generaatorile n-st k-1 kaupa

/+* Konstruktor
%* @param n: mitmest; n on
* vaadeldavate indeksite {0, 1, ..., n-1} arv.
% @param k: mitme kaupa; k on arv hulgast {0, 1, ..., n}.
7':/

public Gen_IndKombin(int n, int k){
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this.n n;

this.k = k;

kombMax = binomial(n, k);
loe = (k == 0)? -1 : O;

if(k > 0)
gen = new Gen_IndKombin(n, k-1); // rekursioon

}// konstruktor
@Override

public boolean hasNext(){
return loe < kombMax;

}
@Override
public List<Integer> next(){
if(k == 0){
loe = 0;

// anda vdlja tihi list:
return new ArrayList<Integer>();
}
L: for(;;){ // naasmispunkt
// NB! Selle tsiiklidirektiivi pdisega mdrgistatakse

// koht programmis, kuhu saaks altpoolt naasta
// direktiiviga continue L;
// (markeerib Javas puuduvat kdsku goto L)

if(laiendaja < n){
List<Integer> tulem =
new ArraylList<Integer>(laiendatav);
tulem.add(laiendaja++);
if(tulem.size() == k){
// tulem on iiks kombinatsioone k kaupa
loe++;
return new ArraylList<Integer>(tulem);

}
else
continue L;
}
// siin: laiendaja == n

if(gen.hasNext()){
// jarjekordne kombinatsioon k-1 kaupa:
laiendatav = gen.next();
laiendaja =
laiendatav.get(laiendatav.size()-1) + 1;
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continue L;

}
else // k-1 kaupa kombinatsioone rohkem ei ole
break L;
}//for
return null; // (kompilaatorile)
}//next

static long binomial(int n, int k){ // abimeetod
// Antud: n, n > 0 jak, 0 <=k <=n
// Tulemus: tagastatakse kombinatsioonide arv n-st k kaupa
if(k == 0)
return 0;
if(k == n)
return 1;
long r = Math.max(k, n-k)+1;
for (long m = r+1, d = 2; m <= n; m++, d++ )
r=r+m/ d;
return r;
}//binomial

/11777777 777777777777/777/77//7//////// TEST:
public static void main(String[] args){
for(int k = 0; k <= 5; k++){
System.out.print("\nKombinatsioonid ");
System.out.println("indeksitest 0, 1, 3, 4 ");
System.out.println(k + " kaupa:");

Gen_IndKombin gen = new Gen_IndKombin(5, k);
List<Integer> komb;
while(gen.hasNext()){
komb = gen.next(); // jarjekordne kombinatsioon
System.out.println(komb);
}//while
}//for

}//main

}//class

7.17. Koostada Java-meetod, mis tagastab antud tdisarvude jarjendi suurima

elementide arvuga (iihe) osajarjendi, mille elementide summa on 0. Néiteks,
Antud: (106,—83,138,89,—95,—53,119,47,133,134,—108,34,—72,1,132).
Tulemus: (106, —83,89, —95, —53,47, 134, —108,34,—72,1).
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Lahendus. Genereerime indeksite 0,1,...,n— 1 kombinatsioone alaneva k kau-
pa, kus n on antud jéarjendi pikkus. Jéarjekordse osajérjendi saame, valides antud
jéarjendi need elemendid, mille indeks on jarjekordses kombinatsioonis. Lopetame,
kui jarjekordse osajirjendi elementide summa on 0. Erijuhul, kui nullsummaga
osajarjendit ei leidu, tagastame tiihja jarjendi.

static int[] nullsummaga(int[] a){
// Antud: tdisarvujdrjend a
// Tulemus: tagastatakse
// jadrjendi a iiks pikim nullsummaga osajarjend;
// tithi jdrjend, kui sellist ei leidu
int n = a.length;
int[] tulem = new int[0];
L: for(int k = n; k >= 0; k—--){
// vaadelda osajarjendeid pikkusega k
Gen_IndKombin gen = new Gen_IndKombin(n, k);
List<Integer> komb;
while(gen.hasNext()){
komb = gen.next(); // jarjekordne kombinatsioon

// summa nendelt a indeksitelt:
int sum = 0;
for(int i : komb)

sum += a[i];

if(sum == 0){ // kontroll
// leitud, formeerida tulem:
tulem = new int[k];
int j = 0;
for(int i : komb)
tulem[j++] = a[i];
break L;
}
}//while
}//for
return tulem;
}//nullsummaga

Generaatorid on moistlikuks alternatiiviks sellisele variantide to6tlemisele, kus al-
gul tehakse valmis kéikvoimalikud variandid ning alles seejirel toimub nende 14-
bivaatus ja analiiiis. Esiteks on generaatorid méalusééstlikud — koiki variante pole
tihtipeale vaja malus hoida. Reeglina on variantide arv ka iisna suur, néditeks pik-
kusega n jarjendi osajarjendite arv on 2". Teiseks, tookiiruse osas on generaatrid
eriti efektiivsed siis, kui iilesande lahenduse saab paljudel juhtudel leida ilma k&iki
variante 14bi vaatamatagi.



122 7. LISA: REKURSIOON

7.18. Programmeerida permutatsioonide generaatorklass. Konstruktori sisend-
parameetriks on arv n, meetod next () tagastab jarjekordse

(a) kordusteta (tavalise) permutatsiooni,
(b) kordustega permutatsiooni
indeksitest {0,1,...,n—1}.

Kui n elemendi (indeksi) kordusteta permutatsioonide arv on teatavsti n!, siis
kordustega permutatsioone on r".

Niiteks, juhul n = 3 on indeksite {0,1,2} kordusteta permutatsioone 3! = 6:
0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,2,0), (2,0, 1), (2,1, 0),

kordustega permutatsioone aga 33 = 27:

(0, 0,0, (0,0, 1), (0,0, 2), (0,1, 0), (0,1, 1), (0, 1, 2), (0, 2, 0), (0, 2, 1),
©,2,2),(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2),(1,1,0), (1,1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 0),
(1,2,1),(1,2,2),(2,0,0), (2,0, 1), (2,0,2),(2,1,0), (2,1, 1), (2,1, 2),
2,2,0),(2,2,1), (2,2, 2).



